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岩石断裂力学的扩展有限元法

周摇 博, 孙摇 博, 薛世峰

(中国石油大学储运与建筑工程学院,山东青岛 266580)

摘要:针对岩石材料的断裂力学问题阐述扩展有限元法的单元位移模式的选择、确定平面裂纹空间位置的水平集法

和特殊单元的数值积分方法。 介绍最大周向应力裂纹扩展判据和计算应力强度因子的相互作用积分法,进而建立

岩石断裂力学的扩展有限元法。 建立玉型裂纹和域型裂纹的岩石断裂力学的扩展有限元计算模型,对 I 裂纹的应力

强度因子和域型裂纹的裂纹扩展路径进行扩展有限元法数值模拟计算。 结果表明,建立的岩石断裂力学扩展有限

元法可对岩石材料的断裂力学参数和裂纹扩展路径进行数值模拟分析,验证了数值计算结果的合理性,能有效地描

述岩石断裂力学特性。
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Extended finite element method for fracture mechanics of rock
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Abstract: An extended finite element method (XFEM) was used to study the mechanical characteristics and crack propaga鄄
tion behaviors of rock materials, in which the methods for selecting the element displacement mode, the geometric description
of plane cracks and the integration of special elements were introduced. The criteria for crack propagation in terms of the
maximum hoop stress and an interaction integration method for calculating the stress intensity factor were introduced to formu鄄
late the fundamentals of the XFEM model in fracture mechanics of rocks. Then the XFEM model was developed to predict the
mechanical behaviors of fractures in rocks, and the model was solved numerically using the MATLAB software. The stress in鄄
tensity factors of the crack type I and the crack propagation paths of the crack type II were calculated and analyzed using the
XFEM model, respectively. The calculation results show that the proposed XFEM method is viable to effectively simulate the
crack propagation process and to calculate the fracture mechanics parameters in rock materials.
Keywords:extended finite element method; level set method; stress intensity factor; interaction integral method;crack prop鄄
agation criteria; crack propagation path

摇 摇 石油开采、城市地铁、穿山隧道、水力水电等工

程项目的建设都不可避免地涉及岩石区域。 岩石的

变形及破坏规律等力学性质对工程勘察、建设施工

及运行安全性和可靠性等方面有重要影响。 岩石破

坏过程是其内部裂纹的萌生、扩展、直至贯通的结

果。 研究含裂纹岩石材料的力学性质,计算其断裂

力学参数、预测其裂纹扩展规律,具有工程实际意

义。 解析方法只能解决少数简单的断裂力学问题,
在实际应用中数值方法是研究断裂力学问题常用的

重要而有效途径。 有限元法[1] 通过在裂纹尖端设
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置奇异单元,较好地描述了裂纹尖端位移、应变等物

理场的奇异性,但是在模拟裂纹扩展时须重新划分

网格,这极大地降低了计算效率。 基于有限元法的

黏聚力模型通过设置界面单元[2],可有效地实现对

裂纹扩展的模拟,但需要预先得到裂纹的扩展路径,
不适合模拟复杂裂纹的扩展问题。 边界元法[3] 能

有效地处理裂纹等奇异性问题,且比有限元法精确

和高效,但对非线性问题缺少高效计算方案,这限制

了其应用范围。 无网格法[4鄄6] 的近似函数不依赖于

网格,减少了因网格畸变带来的困难,可以高精度地

模拟高速碰撞、动态裂纹扩展等问题,但无网格法对

非线性问题的模拟,仍有待进一步开发。 以 Be鄄
lytschko 为代表的研究组[7鄄9],在有限元法的框架内

建立了扩展有限元法(XFEM),很好地解决了由于

材料或几何等因素引起的不连续问题,特别适合于

处理断裂力学问题,近年来在众多领域的不连续问

题的求解中不断得到成功应用[10鄄15]。 笔者针对岩

石材料的断裂力学问题,阐述 XFEM 的单元位移模

式的选择、描述和追踪裂纹空间位置的水平集法及

特殊单元的数值积分方法建立岩石平面裂纹问题的

XFEM 计算模型。 利用 MATLAB 编写计算岩石断

裂力学特性的 XFEM 程序,计算玉型裂纹的应力强

度因子,模拟域型裂纹的裂纹扩展路径。

1摇 XFEM 基本原理

1郾 1摇 单元位移模式

XFEM 的核心思想是在传统有限元法的单元移

位模式中引入扩充项,以更精确地反映不连续性对

单元移位及其他单元变量的影响。 在 XFEM 中单

元位移模式表示为

u(x,y) = 移
n

i = 1
Ni(x,y)ui + 鬃(x,y) . (1)

式中,x、y 为空间坐标;u 为单元位移分量;Ni 为单元

形函数;ui 为单元结点位移分量;n 为单元结点总

数;鬃 为反映不连续性的扩充项。
基于单位分解的思想和便于程序设计的考虑,

扩充项 鬃 可表示为

鬃(x,y) = 移
n

i = 1
Ni(x,y)移

m

j = 1
渍 j(x,y)q[ ]j . (2)

式中,渍 j(x,y) 为反映不连续性的增强函数;qj 为结点

位移分量 ui 的附加自由度;m为附加自由度的总数。
不同类型的不连续问题只须选取不同的增强函

数 渍j(x,y)即可,其他处理过程完全相同,可见 XFEM
继承了传统有限元法的格式统一和便于编程的优点。

对于平面裂纹问题有两种特殊单元,一种是如

图 1 所示的裂纹贯穿单元,另一种是如图 2 所示的

包含裂纹尖端单元。 对于如图 1 所示的裂纹贯穿单

元,式(2)中的 m 等于 1,增强函数取为

渍1(x,y)= H(x,y)=
+1,摇 (x,y)沂A+;
-1,摇 (x,y)沂A-{ .

(3)

对于如图 2 所示的包含裂纹尖端单元,式(2)
中的 m 等于 4,增强函数取为

[渍j(x,y) | j=1,2,3,4] =

r sin 兹
2 , r sin 兹

2 sin 兹, r cos 兹
2 , r cos 兹

2 siné

ë
êê

ù

û
úú兹 .

(4)
式中,r 和 兹 为图 2 所示的裂纹尖端局部极坐标。

图 1摇 裂纹贯穿的单元

Fig. 1摇 Element penetrated by crack

图 2摇 包含裂纹尖端的单元

Fig. 2摇 Element containing crack tip

1郾 2摇 水平集法

和传统有限元法不同的是,在 XFEM 中网格的

划分和间断面位置相互独立,间断面可以穿过单元。
在 XFEM 中须对间断面进行几何描述,以方便识别

单元和结点的类型。 水平集法[16] 是确定和追踪裂

纹界面移动的数值方法,该方法用比裂纹界面维数

高一维的水平集函数描述裂纹界面,裂纹界面的演

化过程可表示为零水平集函数的变化过程。 利用水

平集法追踪界面演化的主要优点是,在描述界面运

动时有限元网格不变,不必重新划分有限元网格就

可以追踪界面运动。
常用的水平集函数是符号距离函数。 对于图 3

所示的平面裂纹水平集函数,可用符号距离函数表

示为

f[(x,y),t] = 依min椰(x,y)-(x,y)祝椰t, (5)
g[(x,y),t] = 依min椰(x,y)-(x,y)祝忆椰t . (6)
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式中,(x,y)为平面内任意一点的坐标;(x,y)祝 为裂

纹上任意一点的坐标;(x,y)祝忆为过裂纹尖端虚线上

任意一点的坐标;t 为时间;f[(x,y),t]在裂纹上部

取正号、在裂纹下部取负号;g[( x,y),t]在虚线左

侧取正号、在虚线右侧取负号。

图 3摇 描述平面裂纹的水平集函数

Fig. 3摇 Level set functions describing plane crack

1郾 3摇 特殊单元积分

在 XFEM 中为了反映间断面引起的不连续性,
在包含间断面的特殊单元中引入描述不连续性的增

强函数,致使这些单元的位移模式不再是光滑多项

式函数,若对这些特殊单元仍采用传统有限元的高

斯积分方案,将会引起较大的积分误差。
在 XFEM 的实际计算中,对这些特殊单元通常

采用两种积分方法。 第一种方法是采用子域积分

法[10],即沿着间断面将单元分成若干个小区域,在
每个小区域按传统有限元法的高斯积分方案积分,
然后将所有小区域内的积分相加得到整个单元的积

分。 第二种积分方法[16] 是在这些特殊单元内普遍

加密高斯积分点,如对图 4 中裂纹贯穿单元和包含

裂纹尖端单元均采用 64 个高斯积分点。 第二种方

法比第一种方法在程序设计中容易实现,因此本文

采用第二种积分方法。

图 4摇 特殊单元的积分方法

Fig. 4摇 Integral method for special elements

2摇 岩石断裂力学

岩石属于典型的脆性材料,可以用线弹性断裂

力学理论描述其断裂力学特性。 和 XFEM 密切相

关的岩石断裂力学特性包括裂纹尖端位移分量求

解、裂纹扩展的条件及应力强度因子计算等。

2郾 1摇 裂纹尖端位移场

根据线弹性断裂力学,含玉-域复合型裂纹的

无限大板在裂纹尖端附近的水平位移分量 ux 和竖

直位移分量 uy 分别描述为

ux =
K玉h1( r,兹)+K域h2( r,兹)

8仔G
, (7)

uy =
K玉h3( r,兹)+K域h4( r,兹)

8仔G
. (8)

其中

G= E
2(1+淄) .

式中,K玉和 K域分别为玉型裂纹和域型裂纹的应力

强度因子;G 为剪切弹性模量; E 和 淄 分别为弹性模

量和泊松比。
在式(7)中的 h1( r,兹)和 h2( r,兹)分别描述为

h1( r,兹)= (资-1) r cos 兹
2 + r sin 兹sin 兹

2 ,

h2( r,兹)= (资+1) r sin 兹
2 + r sin 兹cos 兹

2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(9)

式中,r 和 兹 为裂纹尖端局部极坐标。
在式(8)中的 h3( r,兹)和 h4( r,兹)分别描述为

h3( r,兹)= (资+1) r sin 兹
2 - r sin 兹cos 兹

2 ,

h4( r,兹)= (资-1) r cos 兹
2 - r sin 兹sin 兹

2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(10)

在式(9)中的 资 是一个与泊松比有关的系数,
对于平面应力问题和平面应变问题的取值情况为

资=
(3-淄) / (1+淄) , 平面应力;
3-4淄, 平面应变{ .

(11)

对比式(4)和式(9)可以发现,包含裂纹尖端单

元的 4 个增强函数是线弹性断裂力学裂纹尖端位移

场解析解中的 4 个函数项。 可见含裂纹尖端单元的

4 个增强函数反映了裂纹尖端位移场的解析特性,
可以有效地描述裂纹尖端引起的不连续性。
2郾 2摇 最大周向应力理论

对于玉-域型复合平面裂纹,裂纹尖端局部极

坐标系下的环向拉应力分量可描述为

滓兹 =
1
2仔r

K兹, (12)

其中

K兹 =
1
2 K玉(1+cos 兹)cos 兹

2 - 3
2 K域sin 兹cos 兹

2 .

根据最大周向应力理论,裂纹的扩展方向和扩

展条件为:裂纹扩展方向与最大周向拉应力方向垂

直,即 K兹 最大值的方向;当 K兹 最大值达到极值时裂

·321·第 40 卷摇 第 4 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 周摇 博,等:岩石断裂力学的扩展有限元法



纹开始扩展。
将 K兹 带入极大值条件

鄣K兹

鄣兹 =0,
鄣2K兹

鄣兹2 <0, (13)

得到平面复合裂纹的扩展方向角 兹0 的计算式为

K玉sin 兹0-K域(3cos 兹0-1)= 0,

K玉(1-3cos 兹0)cos
兹0

2 +K域(9cos 兹0+5)sin
兹0

2 <0

ì

î

í

ïï

ïï .

(14)
平面复合裂纹的扩展准则为

K兹max =K玉cos3
兹0

2 - 3
2 K域sin 兹0cos

兹0

2 =Kc . (15)

式中,Kc 为材料断裂韧性,可通过实验测定。
2郾 3摇 相互作用积分法

计算应力强度因子的常用数值方法包括:结点

位移外推法、单元应力外推法、相互作用积分法等。
相互作用积分法具有很高的数值精度,在程序设计

中容易实现,因此采用相互作用积分法计算应力强

度因子。
相互作用积分是一个图 5 所示的在包含裂纹尖

端的回路 祝 上的能量积分,为了便于数值计算可将

回路积分转换为图 5 所示的积分区域为 A 的面积

分[17],即

I = - 乙
A
[滓 ik着 a

ik 啄1j - 滓 ijua
i,1 - 滓 a

ij ui,1]q,jdA.

(16)
式中,ua

i 、着 a
ij、滓 a

ij分别为附加位移场、附加应变场、附
加应力场;q 为权函数,在区域 A 内的结点上取值为

1,在区域 A外的结点上取值为0,在单元内任意一点

的值为 q = 移
4

i = 1
Niqi。

图 5摇 相互作用积分法的积分区域

Fig. 5摇 Integral region for interaction integration method

应力强度因子 K 与相互作用积分 I 间的关系为

K=E忆2 I. (17)

E忆对于平面应力问题和平面应变问题的取值情

况为

E忆=
E,摇 平面应力;
E / (1-淄2), 摇 平面应变{ .

(18)

在计算玉型裂纹的应力强度因子 K玉 时,式

(16)中的 ua
i 、着a

ij、滓a
ij分别取为纯玉型裂纹的位移场、

应变场、应力场。 在计算域型裂纹的应力强度因子

K域时,式(16)中的 ua
i 、着a

ij、滓a
ij分别取为纯域型裂纹

的位移场、应变场、应力场。

3摇 数值算例

基于 XFEM 基本原理和岩石断裂力学,利用

MATLAB 编写描述岩石断裂力学特性的 XFEM 计

算程序,对玉型裂纹的应力强度因子和域型裂纹的

裂纹扩展路径进行数值模拟计算。
3郾 1摇 应力强度因子计算

如图 6 所示边长 W = 2 m 的正方形,左部居中

有一个长度为 a 的水平裂纹,作用在上下两边的拉

伸载荷 滓 为 1郾 0伊106 Pa,材料的弹性模量 E 为 15伊
109 Pa、泊松比 淄 为 0郾 25、断裂韧性 Kc 为 8郾 22伊106

N / m1郾 5。

图 6摇 含玉型裂纹的几何实体

Fig. 6摇 Geometrical model with crack of mode 玉

图 7 为图 6 所示的玉型裂纹几何实体中裂纹长度

a=0郾 45 m 的 XFEM 计算模型,单元类型为平面应变

图 7摇 XFEM计算模型

Fig. 7摇 Numerical calculating model based on XFEM
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四边形平面等参元,单元总数为 676 个,水平和竖直

方向的单元均为 26。 表 1 为同裂纹长度 a 取不同值

时的 XFEM 数值计算结果、解析解和相对误差,其中

裂纹长度不同时单元类型和网格密度与图 7 所示的

单元类型和网格密度完全相同,解析解按照公式[18]

K玉 =滓 仔 [a 1郾 12-0郾 234 aæ

è
ç

ö

ø
÷

W +10郾 55 aæ

è
ç

ö

ø
÷

W
2

-21郾 72

aæ

è
ç

ö

ø
÷

W
3

+30郾 39 aæ

è
ç

ö

ø
÷

W ]
4

(19)

计算得到。
从表 1 的数值计算结果可以看出,XFEM 计算

应力强度因子有较高的数值计算精度。
表 1摇 应力强度因子 K玉的计算结果

Table 1摇 Calculating results of stress intensity factor K玉

裂纹长 /
m

XFEM 解 /
(106 N·m-1郾 5)

解析解 /
(106 N·m-1郾 5)

相对误
差 / %

0郾 15 0郾 778 3 0郾 791 9 1郾 72
0郾 25 1郾 093 8 1郾 081 7 1郾 12
0郾 35 1郾 402 4 1郾 378 1 1郾 76
0郾 45 1郾 743 6 1郾 702 6 2郾 41
0郾 55 2郾 134 9 2郾 071 1 3郾 08
0郾 65 2郾 587 5 2郾 503 2 3郾 37

3郾 2摇 裂纹扩展路径模拟

在计算模拟域裂纹的裂纹扩展路径时,所取的

XFEM 计算模型中的网格密度、单元类型、裂纹位置

与长度及材料参数与图 7 所示的 XFEM 计算模型的

完全相同。 为模拟 II 裂纹的裂纹扩展路径,设定的

边界条件为:下侧边水平位移 ux 为-6郾 4 mm、上侧

边水平位移 ux 为 6郾 4 mm,上、下两边竖直位移 uy

均为 0。
图 8 为由 XFEM 计算得到的域型裂纹的裂纹扩

展路径,其中红色粗实线为初始裂纹的位置、红色粗

图 8摇 由 XFEM 计算的域型裂纹的裂纹扩展路径

Fig. 8摇 Crack propagation path of mode
域 calculated by XFEM

虚线为裂纹的扩展路径。 根据最大周向应力理论,
即式 (14 ) 可知,域型裂纹扩展的方向角 兹0 = -
70郾 5毅,图 9 所示的裂纹扩展方向与最大周向应力理

论确定的裂纹扩展方向基本相同,可见 XFEM 能有

效地预测裂纹的扩展路径。
图 9 为域型裂纹扩展后的 XFEM 网格图,其中

的结点位移被放大 15 倍,可以发现其变形规律和所

设定的边界条件完全符合,数值计算结果是合理的,
这也表明 XFEM 能有效地预测平面裂纹的扩展路

径。

图 9摇 域型裂纹扩展后的 XFEM 网格图

Fig. 9摇 XFEM mesh figure after crack
of mode 域 propagating

4摇 结束语

阐述了单元位移模式选择、描述裂纹几何的水

平集法及特殊单元的数值积分方法,建立了描述岩

石断裂力学特性的扩展有限元法。 建立的岩石断裂

力学扩展有限元法可对岩石材料的断裂力学参数和

裂纹扩展路径进行数值模拟计算,能有效地描述岩

石断裂力学特性。 XFEM 计算模型验证了数值计算

结果的合理性,可有效地预测平面裂纹的扩展路径。
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