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一基于模拟有限差分法的离散裂缝模型两相流动模拟

黄朝琴, 高摇 博, 王月英, 严摇 侠, 姚摇 军

(中国石油大学石油工程学院,山东青岛 266580)

摘要:模拟有限差分作为一种新型数值计算方法,因其良好的局部守恒性和对复杂网格系统的适用性,在计算流体力学

和油藏数值模拟中得到应用。 将模拟有限差分方法进一步应用于离散裂缝流动模拟中,对模拟有限差分法的基本原理

进行详细阐述,建立相应的离散裂缝数值计算格式,并采用 IMPES 方法对其两相流问题进行求解,并与实验结果对比。
对比结果验证了新方法和程序的正确性,通过复杂离散裂缝算例进一步验证了方法的正确性和程序的鲁棒性。
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mimetic finite difference method
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Abstract: The mimetic finite difference (MFD) method, as a novel numerical method, has been successfully applied to
CFD and reservoir simulation due to its local conservativeness and applicability of complex grids. It was applied to the numer鄄
ical simulation of discrete fracture model. The principle of the MFD method was described in details, and the corresponding
numerical formula of the discrete fracture model was developed. An IMPES scheme was used for the solution of a two鄄phase
flow simulation, and several case studies were conducted to show the efficiency and robustness of the proposed numerical
model.
Key words: fractured porous media; mimetic finite difference method; discrete fracture model; numerical simulation; two鄄
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摇 摇 裂缝作为最小的地质构造广泛存在于地壳中,
其尺度从微米级裂缝到千米级大断层,可跨越多个

数量级。 裂缝既可作为高导流通道,也可成为流动

屏障。 裂缝性介质流动传输问题一直是石油工业、
岩石水力学以及核废料处理工程等研究领域的热点

和难点[1]。 目前,主要有双重介质、等效连续介质

和离散裂缝模型 3 种流动数学模型。 双重介质模型

由 Barrenblatt 等[2]最早提出,由 Warren 和 Root、Ka鄄
zami 等[3鄄4]进一步发展。 该模型认为裂缝性介质中

存在裂缝和基岩两个平行的渗流系统,裂缝系统为

流动通道,基岩系统为储集空间。 该模型刻画出了

裂缝优先渗流的特点。 随后,Pruess 和 Wu 等[5鄄6] 在

双重介质模型基础上,对基岩系统进行网格细分,提
出了 MINC(Multiple Interaction Continua)模型,有效
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地提高了计算精度和适用性[5鄄6],然而双重介质模型

中窜流函数的确定仍存在较大困难,尤其是对于两

相和多相流问题[7鄄8]。 与双重介质模型不同,等效连

续介质模型将介质视为一个连续性系统,通过等效

参数来表征其非均质性;该模型计算效率高、参数需

求简单,在岩石水力学中得到了长足发展[9]。 目

前,对该模型的研究大都仍局限于单相流,对于两相

或多相流问题,如何获取相应的等效参数,尚未有成

熟的理论和方法[10鄄11]。 离散裂缝模型对介质中的

每条裂缝予以显示表征,具有计算精度高、拟真性好

的优点,但计算量大。 笔者将离散裂缝网络模型视

为离散裂缝模型的一种,即忽略基岩渗透性[12]。 近

年来,随着计算机技术的飞速发展,基于该模型的精

细流动模拟已成为可能;同时,该模型可用于求解双

重介质和等效连续介质模型的相关参数[7,13鄄14]。 现

有的离散裂缝流动数值计算方法主要有有限体积法

和有限元法两类。 前者在裂缝交叉处须进行简化和

等效 处 理, 导 致 在 大 规 模 计 算 时 计 算 精 度 降

低[15鄄17];后者则在守恒型计算格式构造和计算稳定

性方面存在一定缺陷[18鄄22]。 模拟有限差分法(Mi鄄
metic Finite Difference,MFD)作为一种新型数值计

算方法,因其良好的局部守恒性和对复杂网格的适

用性,在计算流体力学、电磁场和油藏数值模拟等研

究中得到了成功应用[23鄄25]。 笔者将该方法进一步

推广至离散裂缝模型流动数值模拟研究中,详细阐

述模拟有限差分方法的基本原理,建立相应的离散

裂缝数值计算格式,并采用 IMPES 方法对其两相流

问题进行求解,最后通过算例验证方法的正确性和

程序的鲁棒性。

1摇 两相渗流数学模型

为简单起见,本文中仅考虑不可压缩油水两相

渗流问题。 采用经典的分流量数学模型,其中压力

方程为

v= -K 姿·塄(姿w籽w+姿o籽o)G, 塄·v= q. (1)
其中

v= vw+vo; 姿=姿w+姿o,姿 l = krl / 滋l( l =w,o), G = -g塄z,
q= qw+qo .
式中,v 为渗流总速度;K 为渗透率张量;姿 为总流度

系数,并定义分流函数 f l =姿 l / 姿;籽l 为两相流体的密

度;g 为重力加速度;z 为油藏深度(向上为正)。
定义全局压力 p 为

p - po = pc = 乙Sw
1
fw(孜)

鄣pc

鄣Sw
(孜)d孜. (2)

式中,pc 为毛管力;Sw 为水相饱和度。
相应的水相饱和度方程为

渍
鄣Sw

鄣t + 塄·vw = qw, (3)

vw = fw[v + K姿 o·塄pc + K姿 o(籽w - 籽 o)G] . (4)
式中,渍 为孔隙度。 假设基岩和裂缝中的流动均满

足 Darcy 定律,因此,上述方程在整个裂缝性介质区

域上均适用。
本 文 中 采 用 IMPES(Implicit Pressure and

Explicit Saturation Scheme) 方案顺序求解方程(1)
和(3)。 其中,压力方程(1) 采用模拟有限差分法进

行求解,饱和度方程(3) 则采用有限体积法进行显

示求解。
为适应离散裂缝模型的复杂几何形状,采用非

结构化网格剖分技术对研究区域进行离散,如图 1
所示。 由于裂缝开度较小,对裂缝予以降维处理,即
在二维问题中裂缝简化为裂缝线元,三维问题中则

简化为裂缝面元。 通过降维处理,能够大大减少网

格数量,提高计算效率,而裂缝开度仅需在具体的数

值计算中考虑。

图 1摇 离散裂缝模型及其非结构化网格剖分示意图

Fig. 1摇 Schematic of discrete fractured porous medium
and its unstructured meshing

2摇 压力方程求解

2郾 1摇 模拟有限差分方法

假设研究区域 赘 沂 Rd 被一组互不重叠的多边

形(d = 2) 或多面体(d = 3) 网格 赘h = {赘i} 剖分。
如图 2 所示,取任意单元 赘i 进行分析,其中 赘j 为其

相邻单元,交界面 Ak = 赘i 疑 赘j,nk = Ak n̂k,为交界

面 Ak 的面积加权法向量,n̂k 为其单位外法线向量。
首先,在单元中心点 xi 和边界面中心点 xk 上,

分别定义单元压力 pi 和边界面压力 仔 k,

pi =
1
赘i
乙
赘i
pd赘, 仔 k =

1
Ak
乙
Ak
pdA. (5)

若考虑重力项,则上述压力的定义应视作流动势。
由Darcy定律知边界面上的法向渗流速度 v可写成:
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vi = T i(eipi - 仔i) . (6)
其中

vi = [v1,…,vm] T, ei = [1,…,1] T .
式中,T i 为传导矩阵;m 为单元 赘i 的边界面数。

图 2摇 模拟有限差分网格单元分析示意图

Fig. 2摇 Schematic of grid analysis of mimetic
finite difference method

矩阵 T i 的构造是 MFD 方法的关键。 假设压力

在单元上呈线性变化,即 p = ax + b,则由Darcy定律

可得

vk = - 滋 -1 Ak n̂k·K·塄p = - 滋 -1 Ak n̂k·K·a.

(7)
结合方程(6) 和(7),考虑到 pi - 仔 k = a(xi - xk),可
得

vi = T i·
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T iX = 滋 -1NK. (8)
其中

X = [X1 | … | Xd], N = [N1 | … | Nd],
NTX = [Z ij] d伊d .

在此定义 x( i) 表示 x 的第 i 维笛卡尔坐标,则有

Z ij = NTX j = 移
m

k = 1
Ak n̂( i)

k (xk - xi) ( j) . (9)

注意到(xk - xi) =
1
Ak
乙
Ak
(x - xi)dA,结合散度定理

可得

Z ij = 移
m

k = 1
Ak êi·n̂k

1
Ak
乙
Ak
(x - xi) ( j)dA =

移
m

k = 1
êi·乙

Ak
(x - xi) ( j) n̂kdA =

êi·乙
赘i
塄(x - xi) ( j)d赘 = êi·ê j 赘i = 啄 ij 赘i . (10)

即 NTX = 赘i Ed,其中 Ed 为 d 阶单位矩阵,故通过

方程(8) 求得传导矩阵 T i 为

T i =
1

滋 赘i

NKNT + T2 . (11)

其中 T2X = 0,为保证 T i 矩阵逆的存在性,可应用

Brezzi鄄Lipnikov鄄Simoncini 定理[23] 构造 T2 矩阵,表
达式为

T i =
1

滋 赘i
NKNT + 6

d trace(K)A(Em - QQT)[ ]A .

(12)
其中

A = diag( Ak ), Q = orth(AX) .
对于方程(1) 中的连续性方程,直接在单元 赘i

上积分,结合散度定理可得

移
m

k = 1
vfk = 乙

赘i
qid赘. (13)

考虑单元边界面上的速度连续条件,结合方程

(6) 和(13),可得到 MFD 数值计算格式为
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其中
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, Ii = Em .

式中,v = [vk] 为单元边界面渗流速度列阵;p = [pi]
为单元中心压力列阵;仔 = [仔 k] 为单元边界面中心

压力列阵;g = [gk] 为重力作用项;q = [qi] 为单元

赘i 的源汇项;f = [ f i] 为流量边界条件,f = 0 表示不

渗透边界;Ne 为网格单元总数。
方程(14) 的第一行对应于方程(1) 中的 Darcy

定律,第二行对应于方程(1) 中连续性方程,第三行

则是单元边界面上的法向速度连续性条件。 从上述

推导过程可知:MFD 方法仅基于单个网格单元构造

数值计算格式,具有良好的局部守恒性,这一点类似

于混合有限元法[21];对于复杂网格系统,混合有限

元数值计算格式的构造存在困难,而 MFD 方法原则

上适用于任意复杂网格,具有较大优势。
2郾 2摇 离散裂缝模型压力方程求解

裂缝和基岩中的流动均满足 Darcy 定律,考虑

封闭外边界,则相应的方程(14) 变为
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式中,下标 m 和 f 分别表示基岩和裂缝。
本文中对裂缝进行了降维处理,因此方程(16)

比方程(15) 的空间维数低一维。 MFD 离散裂缝数值

计算格式的构造,关键在于基岩和裂缝压力方程的耦

合。 图 3 所示为裂缝 — 基岩混合网格示意图。

图 3摇 裂缝—基岩耦合流动分析示意图

Fig. 3摇 Schematic of flow analysis between
fracture cell and matrix cells

由于裂缝网格单元可视为基岩网格单元的边界

面,裂缝单元压力 pf 与相邻基岩单元的边界面压力

仔m 相等,因此在数值计算格式中仅需保留 仔m。 对

于方程(15) 和(16) 中的渗流速度项,按照下述条

件,在裂缝单元 F = E 疑 E忆 上进行耦合。
(1) 若 F 为导流裂缝,则将裂缝单元与相邻基

岩单元间总的流量交换记为 QF
f 。 对于裂缝单元,该

流量可作为源汇项来处理,因此有

vFm,E + vFm,E忆 = QF
f ,

移
i
vif,F = QF

f + qf,F
{ .

(17)

方程(17) 的第二行对应于裂缝单元的连续性方程。
(2) 若 F 为流动屏障,则按照不渗透边界进行

处理。 此时,方程(15) 和(16) 可通过方程(17) 耦

合起来形成相应的离散裂缝数值计算格式,

Bm - Cm Dm 0 0
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f 0

DT
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3摇 饱和度方程求解

3郾 1摇 有限体积法计算格式

本文中采用 IMPES 方法对方程(1) 和(3) 进行

顺序求解。 首先,应用方程(18) 求解离散裂缝模型

的压力方程(1),计算中,与饱和度相关的参数均取

上一个时间步的数值;对于饱和度方程(3),则采用

有限体积法进行求解,在单元上直接对方程(3) 进

行积分可得

乙
赘i
渍 鄣S

鄣td赘 + 乙
鄣赘i
( fw(v + K姿 o·塄pc +

K姿 o·(籽w - 籽 o)G))·nid祝 = 乙
赘i
qwd赘. (19)

为书写方便,在此去掉了水相饱和度 Sw 的下标 w。
对于时间维,应用 兹 准则可得到下述有限体积数值

离散格式:
渍 i

驻t(S
n+1
i - Sn

i ) + 1
赘i

移
m

k = 1
(兹Fk(Sn+1) +

(1 - 兹)Fk(Sn)) = qw(Sn
i ) . (20)

其中

Fk(S) = 乙
Ak
[fw(S)] k(v·n̂k + K姿 o·塄pcow·n̂k +

K姿 o·(籽w - 籽 o)G·n̂k)dA,

[ fw(S)] k =
fw(Si), v·n̂k 逸0,
fw(S j), v·n̂k < 0{ .

式中,上标 n 表示时间步。
对饱和度方程(20) 进行显示求解,即 兹 = 0。 为

达到计算的稳定性,时间步长采用如下 CFL 条件,

驻t 臆
渍i 赘i

vini max{ f忆w(S)} 0臆S臆1
.

其中

vini = max(qi,0) - 移
Ak

min(vk,0),

鄣fw
鄣S =

鄣fw
鄣S*

鄣S*

鄣S = 1
1 - Swc - Sor

鄣fw
鄣S* .

式中,S* 为归一化后的水相饱和度;Swc 为束缚水饱

和度;Sor 为残余油饱和度。
3郾 2摇 裂缝交叉处饱和度计算

当两条或多条裂缝相交时,交叉处饱和度的计算

是离散裂缝流动模拟的关键。 目前主要有两种处理

方式:一种是基于 Delta鄄Star 传导率计算的上游迎风

格式[15],该方法对交叉裂缝进行简化和等效处理;另
一种则是上游迎风加权计算格式[20],该方法计算精

度高,但需获取交叉处各裂缝单元的真实渗流速度。
本文中采用后者,如图 4 所示,假设有 NI 个裂缝单元
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ei 相交于 I,每个裂缝单元相应的分流函数为 fw,ei,在
交叉处的渗流速度为 vf,ei;定义 I 处的流入和流出为

vf,ei 臆0, 0 < i 臆 N;

vf,ei > 0, 0 < i < NI
{

.
(21)

由质量守恒定律可知

移
NI

i = N+1
vf,ei = - 移

N

i = 1
vf,ei . (22)

由上游迎风计算格式定义,可得

移
NI

i = N+1
fw,ivf,ei = - 移

N

i = 1
fw,Ivf,ei = - fw,I移

N

i = 1
vf,ei . (23)

因此,裂缝交叉处 I 的上游迎风加权分流函数为

fw,I = - 移
NI

i = N+1
fw,ivf,ei 移

N

i = 1
vf,ei . (24)

图 4摇 裂缝交叉处饱和度计算示意图

Fig. 4摇 Schematics of saturation analysis
for intersecting fractures

4摇 数值算例

首先给出两个简单离散裂缝模型数值算例,并
通过与实验结果的对比验证方法和程序的正确性;

然后,通过复杂离散裂缝模型算例进一步验证该方

法的正确性和程序的鲁棒性。
4郾 1摇 简单离散裂缝模型算例

考虑图 5、6 所示的一注一采物理模型,其尺寸

为 1 m伊1 m伊0郾 025 m,可视为平面流动问题。 图 5
为单条裂缝模型,图 6 为两条交叉裂缝模型,均采用

玻璃砂(0郾 100 ~ 0郾 104 mm)结合环氧树脂胶结压实

而成,然后由透明有机玻璃板封装。 基岩可视为均

质各向同性介质,其孔隙度 渍抑0郾 4,渗透率 km = 10
滋m2。 模型制作时,裂缝由超薄钢片替代,待模型胶

结后抽离,开度约为 1 mm,渗透率 kf =a2 / 12 =8郾 33伊
104 滋m2。 注水井的流量 qin = 0郾 01 VP / min,采出井

与大气压相连,其中 VP 表示孔隙体积。 水的黏度

滋w =1 mPa·s,油的黏度 滋o =5 mPa·s,水的密度 籽w

=1 000 kg / m3,油的密度 籽o =800 kg / m3。
模型初始时刻饱和油,束缚水饱和度和残余油

饱和度均为零。 基岩和裂缝的油相相对渗透率 Kro

=1-Sw,水相相对渗透率 Krw = Sw。 应用本文中方法

对上述两个物理实验过程进行了数值模拟,计算中

忽略毛管力和重力的影响,相应的 Delaunay 三角网

格剖分和数值模拟结果如图 5 和 6 所示。 通过与试

验流动过程的对比可看到:数值计算结果与实验结

果基本一致,从而验证了本文方法和程序的正确性。
值得注意的是,图 5 中实验结果沿左边界的上半部

分出现了快速流动现象,这是由于在模型制作时侧

面的有机玻璃板和玻璃砂胶结模型并未达到完全密

封造成的。

图 5摇 单裂缝模型及其含水饱和度结果的对比

Fig. 5摇 Single discrete fracture model and comparison of water saturation profiles between
numerical results and experimental results
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图 6摇 两条交叉裂缝模型及其含水饱和度结果对比

Fig. 6摇 Intersecting discrete fractures model and comparison of water saturation profiles between
numerical results and experimental results

4郾 2摇 复杂离散裂缝模型算例 1
研究图 7 所示的复杂裂缝性油藏模型,其中包

含导流裂缝和淤泥质充填断层,油藏厚度为单位长

度。 非均质各向异性基岩的孔隙度 渍 = 0郾 2,渗透率

分布如图 7(b)所示,裂隙开度 a=1 mm,渗透率 kf =

a2 / 12 =8郾 33伊107 滋m2。 水的黏度 滋w = 1 mPa·s,油
的黏度 滋n =5 mPa·s,束缚水饱和度为 0,残余油饱

和度为 0郾 2。 水相相对渗透率 Krw = S2
w,油相相对渗

透率 Krn =(1-Sw) 2,初始压力为 10 MPa,注水和采

油端的速度均为 qin =30 m3 / d。

图 7摇 复杂裂缝性油藏模型

Fig. 7摇 Fractured reservoir within complex discrete fracture

摇 摇 假设模型为水湿性油藏储层,考虑基岩和裂缝

中毛管力的影响,假设两者的毛管力均符合 Brooks鄄
Corey 毛管力函数。 对于基岩,阈压值 pd = 10 kPa,姿
取值 2郾 0;对于裂缝,阈压值 pd = 1 kPa,姿 取值 1郾 0,
表达式为

pc(Sw)= pd
Sw-Swc

1-Swc-S
æ

è
ç

ö

ø
÷

or

-1 / 姿

, 0郾 2<姿<3郾 0. (25)

如图 8 所示,分别采用两种不同计算网格系统

进行数值模拟,其中三角形网格包含 881 个节点和

1615 个单元,四边形网格包含 1859 个节点 1737 个

单元。 图 8 给出了不同时刻的含水饱和度分布,结
果表明两种不同网格的计算结果基本吻合,进一步

验证了方法的正确性和程序的鲁棒性。 同时,基于

三角网格系统应用混合有限元方法进行了模拟,
MFD 计算时间为 356郾 13 s,混合有限元则为 351郾 21
s,因此两者的计算量相当,但 MFD 对网格的要求更
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低,更适用于复杂离散裂缝模型的研究。

图 8摇 基于不同网格系统的含水饱和度计算结果

Fig. 8摇 Water saturation simulation results of different grid systems

4郾 3摇 复杂离散裂缝模型算例 2
考虑图 9 所示的复杂裂缝性介质模型,研究区

域为 100 m伊50 m(x伊y),图中蓝线代表裂缝,该模

型基于某油田露头资料生成。 均质各向同性基岩的

孔隙度 渍= 0郾 2,渗透率 km = 10伊10-3 滋m2,裂缝开度

a=1 mm,渗透率 kf = a2 / 12 = 8郾 33伊104 滋m2,油水的

物性参数与 4郾 2 算例一致。 初始油藏压力为 10
MPa,初始含水饱和度为零,注水井和采油井的速度

均为 0郾 01 VP / d。

图 9摇 复杂离散裂缝模型及其非结构化网格剖分

Fig. 9摇 Complex discrete fracture model and corresponding Delaunay triangle meshing

摇 摇 基岩和裂缝的油相相对渗透率 Kro = (1-Sw) 2,
水相相对渗透率 Krw = Sw

2,假设模型为水湿性储层,
考虑基岩和裂缝中毛管力的影响,假设两者的毛管

力均符合 Brooks—Corey 毛管力函数,见式(25),相
关参数与上述 4郾 2 算例相同。 计算中采用如图 9 所

示的 Delaunay 三角网格。 图 10 给出了不同时刻的

含水饱和度分布,其数值计算结果表明:注入水沿着

大裂缝迅速窜进,裂缝的存在导致了介质的强烈非

均质性;由于毛管力的存在,注水波及面积有所增

加,但整体效果仍由宏观大裂缝控制。
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图 10摇 不同时刻含水饱和度分布

Fig. 10摇 Water saturation profiles at different time

5摇 结束语

基于模拟有限差分方法,建立了一套新的离散

裂缝数值计算格式,并采用 IMPES 方法对其两相渗

流问题进行了研究,通过算例验证了方法的正确性

和程序的鲁棒性。 模拟有限差分法在构造数值计算

格式时,仅基于单个网格的节点和面信息,具有良好

的局部守恒性,理论上适用于任何复杂网格系统,适
用于离散裂缝流动模拟研究。 本文中仅对二维两相

流问题进行了讨论,对三维三相问题进行研究时在

模型中应考虑非线性流动问题,以适用于低渗透油

藏和致密油气藏开发的需求。
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