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一一种改进的二维 MT 预条件非线性共轭梯度反演方法

相摇 鹏

(胜利油田西部新区研究院,山东东营 257000)

摘要:在大地电磁反演方法中反演精度与计算效率问题是一对矛盾,高斯牛顿类方法反演精度高但计算效率低,非
线性共轭梯度类方法计算效率高,但是反演精度不如高斯牛顿法高。 在前人研究的基础上,提出一种改进的预条件

非线性共轭梯度法,通过构建性状更接近高斯牛顿 Hessian 矩阵的预条件算子提高反演精度和计算速度。 同时采用

正则化参数的自适应更新算法保证反演稳定性和反演精度的平衡。 模型实验验证了该方法的正确性。 与其他方法

的对比结果表明,该方法在保证反演精度的同时,提高了计算效率。 对中国西部某地的实测 MT 数据进行处理解释

的结果表明,该方法在解决复杂构造问题方面具有较高的实用价值。
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Two鄄dimensional MT inversion method based on an improved
preconditioned nonlinear conjugate gradient algorithm

XIANG Peng

(Research Institute of New District in West China, Shengli Oilfield, Dongying 257000, China)

Abstract:Accuracy and computational efficiency are conflicting to each other in MT inversion methods. Gauss鄄Newton meth鄄
ods have high accuracy but poor efficiency, while nonlinear conjugate gradient methods are computationally efficient but less
accurate. A new preconditioned nonlinear conjugate gradient method is proposed to improve both accuracy and computational
cost by using a precondition operator whose performance is approximated by Gauss鄄Newton Hessian matrix. A self鄄adapted al鄄
gorithm updating the regularization parameter is used to guarantee the balance between the stability and the accuracy of the
inversion. Through the model tests and comparisons with other methods, the proposed method is proved achieving the goal.
The method is applied to invert the MT data measured from a region in west China. The inverted resistivity profile is conjoint鄄
ly interpreted with seismic migration profile, and illustrates its significance in complicated structural interpretation.
Key words:magnetotelluric (MT);preconditioned nonlinear conjugate gradient (PNLCG); regularization parameter; self鄄a鄄
dapted algorithm; inversion

摇 摇 近年来,大地电磁(MT)反演技术随着数值计算

技术的发展已经从一维地电结构反演发展到二维、
三维反演阶段。 Rodi 和 Mackie[1] 开发了非线性共

轭梯度法(nonlinear conjugate gradient,简称 NLCG),
NLCG 用单位对角阵作为预条件算子,但该预条件

算子完全损失了 Hessian 矩阵信息。 Ha 和 Shin[2]通

过截断原始 Hessian 矩阵,并在每行保留大量非零

元素来构建近似 Hessian 矩阵。 这种近似 Hessian
矩阵用于计算高斯牛顿法的搜索方向,但是结果被

假象污染,而且计算效率改善程度有限。 笔者提出
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一种基于稀疏预条件算子的非线性共轭梯度方法

(sparse preconditioned NLCG,简称 SP-NLCG)。 SP-
NLCG 在近似 Hessian 矩阵中使用非常少的非零元

素,可以保持与 NLCG 法几乎相同的计算开销。 另

外,前人研究中鲜见对正则化参数的讨论,笔者提出

一种正则化参数的自适应更新算法,以保证不适应

条件下反演的稳定性及最大限度提高反演结果的分

辨率。

1摇 正演计算

对于二维地电模型,取走向为 x 轴,y 轴与 x 轴

垂直,z轴垂直向下(图1),介质模型的电性参数随 y
轴和 z轴都发生变化,而沿走向 x轴的电性参数不发

生变化,即 啄
啄x = 0。

图 1摇 二维电性结构和坐标系

Fig. 1摇 2D electrical structure and coordinate

由于平面电磁波以任何角度入射地面都以平面

波形式垂直地向下传播,将麦克斯韦方程组以 x 分

量为准可以得到 TM 模式和 TE 模式两个独立的方

程组。
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式中,E 为电场强度;H 为磁场强度;滓 为电导率;滋
为磁导率;着 为介电常数。 在二维大地电磁正演计

算时,边界条件是关系到解的精度的关键,TE 模式

外边界条件定义如下:

由于上边界 AB 离地面取得足够远,使异常场 u
在 AB 上为零,所以该处的 u = 1:

u AB = 1 . (3)
由于左右边界 AD、BC 与局部不均匀体距离取

得足够远,电磁场在 AD、BC 上左右对称,其上的边

界条件为

鄣u
鄣n = 0. (4)

由于下边界 CD 以下为均质岩石,局部不均匀

体的异常场在 CD 上为零,CD 处的边界条件为

鄣u
鄣n + ku = 0. (5)

TM 模式外边界条件定义如下:
(1) 由于上边界 AB 直接取在地面上,该处的 u

为 1:
u AB = 1. (6)
(2) 左右边界 AD、BC 的边界条件等于 TE 模式

的左右边界条件。
(3) 下边界CD以下的边界条件等于 TE模式的

边界条件。
对于 TE 极化模式,复数视电阻率公式为
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式中,掖Ex业 为观测点电场的平均值;掖Hy业 为观测点

磁场的平均值。
对于 TM 极化模式,复数视电阻率公式为
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麦克斯韦方程可以用有限差分方程近似[3],用
有限差分法求解大地电磁正演问题在一定情况下会

产生伪解[4],当频率或电导率趋近于零时,传导电

流场合磁场满足零散度条件,而伪解的传导电流场

和磁场的散度却不为零。 为了消除伪解,必须在介

质和空气分别强制加入散度条件,目前常用的处理

办法是强加散度校正条件:塄·E = 0。

2摇 稀疏预条件算子非线性共轭梯度
法

2郾 1摇 目标函数的构建

根据 Tikhonov 提出的正则化思想[5鄄6],大地电

磁反演问题的目标函数可以用以下形式构建:
追(m) = (d - F(m) TV -1(d - F(m)) + 姿mTLTLm.

(9)
式中,d为数据矢量;m为模型矢量;正实数姿为正则
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化参数;正定矩阵 V 是数据的协方差矩阵。 式(9)
右边第二项是稳定因子项,很多学者对稳定因子进

行了研究, 如最光滑泛函[7鄄8] 和最小梯度支撑泛

函[9鄄11],本文中选择 L 为二阶差分算子实现最光滑

模型约束反演。
2郾 2摇 非线性共轭梯度法

目标函数优化的常用方法有最小二乘法、高斯

牛顿法、最速下降法等,这些方法都属于“牛顿型冶
方法,即模型的搜索方向 p 由下式求得:

p = - H -1g. (10)
式中,H 为目标函数的二阶导数,为 Hessian 矩阵;g
为目标函数的梯度。 牛顿型方法需要计算 Hessian
矩阵及其逆矩阵,在求解大规模反问题时,内存需求

和计算成本都非常高。 Fletcher 和 Reeves[12] 提出

了 NLCG法无需计算Hessian矩阵,只需计算目标函

数梯度,极大地降低了对计算机内存的要求。 Rodi
等将其应用到 MT 二维反演中,并比较了高斯牛顿

法、MM 算法和 NLCG 法的性能, 实验结果表明

NLCG 法较其他两种方法计算速度更快[1]。
NLCG 的基本原理是,首先通过计算该目标函

数在某参考模型处的负梯度来得到共轭梯度,并在

这个方向上而不是简单的梯度方向上搜索一个最优

步长使目标函数达到极小值。 这样得到的解就应该

是目标函数在目前共轭梯度方向的极点。 其迭代计

算过程可参考文献[1],NLCG 与高斯牛顿法相比,
最大的区别在于求取搜索方向时,不需要求取高斯

牛顿 Hessian 矩阵并对其求逆矩阵,而是用预条件

算子 C 代替 Hessian 矩阵,搜索方向的公式为

p0 = - C0g0, (11)
pi = - Cigi + 茁 ipi -1, (12)

茁 i +1 =
gT
i Ci(gi - gi -1)
gT
i -1Ci -1gi -1

. (13)

因此预条件算子C的选择对于反演的精度和收

敛速度有着至关重要的作用,Rodi 等给出预条件算

子为 Ci = (酌 iI + 姿LTL) -1,酌 i 为特定的正实数,这种

预条件算子的优点是实现简单,无需显式求解逆矩

阵,但是它完全忽略掉了 Hessian 矩阵的信息,需要

很多次迭代才能收敛至预定条件。
2郾 3摇 稀疏预条件算子

SP - NLCG 的算法流程与 NLCG 相同,区别在

于预条件算子的构建策略。 预条件算子C的性状与

高斯牛顿法 Hessian 矩阵越接近,反演的精度越高,
需要的迭代次数越少。 如果令式(12) 中的预条件

算子C等于高斯牛顿法Hessian矩阵,且去掉右边第

二项,那么步长变成单位步长,SP - NLCG 退化为高

斯牛顿法。 显然,如果 C为单位矩阵,SP - NLCG变

为 NLCG。 因此,SP - NLCG 的收敛速率应该介于

NLCG 和高斯牛顿法之间。
构建预条件算子的主要挑战在于如何设计近似

Hessian 矩阵,使之有效且计算廉价。 出于效率的考

虑,近似 Hessian 矩阵必须高度稀疏同时保持精

度。 为了得到高度稀疏的近似 Hessian 矩阵,选择

高斯牛顿 Hessian 矩阵中最主要的元素,舍弃贡献

小的元素。 Hessian 矩阵的每个元素是雅可比矩阵

两列的内积,而雅可比矩阵的每一列代表观测矢量

对离散化的反演区域中某个网格的模型参数的梯

度。 实验表明,当模型网格在空间上接近,则对应的

雅可比矩阵列向量有很强的相关性。 最强的相关性

为自相关。 这些空间接近的网格产生了 Hessian 矩

阵中的主控元素。 因此,在构建高度稀疏 Hessian
矩阵的第 i 行时,只要选择包围着对应雅可比矩阵

第 i 列的网格的那些网格的雅可比列向量即可。 选

择的雅可比列向量不必是邻近的,虽然它们对应的

网格在空间上是邻近的。
稀疏近似Hessian矩阵的结构如图2(a) 所示。
对角线元素是雅可比矩阵列向量的自相关,对

应圆圈区域的中心网格,而副对角线元素是圆形区

域中不同网格的互相关。 称图 2(b) 的圆形为

Hessian 圆, 该圆仅包括 4 个相邻网格 (二维),
Hessian 圆越大,近似 Hessian 矩阵的稀疏性越差。
数值模拟表明在近似 Hessian 矩阵中包含更多非零

项超过一定界限时,不会使高斯牛顿 Hessian 矩阵

的近似逆矩阵的精度提高更多。 实际上,在多数情

况下精度会变差。
传统的 Hessian 矩阵近似方法中,当构建第 i 行

时,只考虑雅可比矩阵第 i 列的自相关和第 i 列与相

邻几列的互相关。 传统 Hessian 近似矩阵的结构如

图3(a) 所示。 对角线元素是图3(b) 中矩形区域中

心网格的自相关,副对角线元素是中心网格与其他

相邻网格的互相关。 对比图 2(b) 和图 3(b),认为

图 2(b) 的近似 Hessian 矩阵更精确,因为它包括了

最重要的元素,而且还包括了 z 方向的互相关,在传

统近似方法中该信息被忽略。 Ha 和 Shin[2] 在构建

Hessian 近似矩阵时需要上百个非零元素,SP -
NLCG在对搜索方向步长进行优化后,仅需要5个非

零元素。
与 NLCG相比 SP - NLCG唯一额外的运算是求

解式(12) 左边第一项,令 Cigi = H -1
a,igi,因为近似
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Hessian 矩阵的高度稀疏性,采用了 LU 分解直接求

解近似 Hessian 矩阵的逆矩阵。 采用稀疏预条件算

子 SP - NLCG 的效率与 NLCG 相当,但是性能却得

到明显改善。

图 2摇 稀疏近似 Hessian 矩阵结构及其构建网格示意图

Fig. 2摇 Structure of sparse approximate Hessian matrix and its diagram of inversion grids constructing matrix

图 3摇 传统近似 Hessian 矩阵结构及其构建网格示意图

Fig. 3摇 Structure of traditional approximate Hessian matrix and its diagram of inversion
grids constructing matrix

2郾 4摇 正则化参数自适应更新方法

Rodi 等[1] 的研究中对正则化参数 姿 没有进行

讨论,只是将其固定为一个正实数,当预条件算子为

Ci = (酌 iI + 姿LTL) -1 时,因为 酌 i 是一个正实数,LTL
是对称正定矩阵,所以 C 总是可逆,姿 的作用仅为控

制模型的平滑度,姿 越大求得的模型越平滑。 然而

当用稀疏近似 Hessian 矩阵代替预条件算子的单位

矩阵时,酌 iH 不一定可逆,需要 姿LTL 项改善矩阵的

条件数,若 姿 过大则降低了模型的分辨率且增加迭

代次数,若 姿 过小,则 酌 iH + 姿LTL不可逆,导致计算

失败。 因此,理想的方案是在迭代过程中自适应修

改 姿,既能保持模型的分辨率,又能保证算法的稳定

性和计算效率。
本文中采用的自适应更新正则化参数姿 的方法

如下:选择正则化因子序列 姿0 > 姿1 > > 姿2 > …
> > 姿 l,其中 姿0 要足够大而 姿 l 要足够小,在反演过

程中根据每次迭代情况从序列中选择下次迭代的正

则化参数。 正则化参数序列可以用下式计算:姿 k =

姿0qk,k = 1,2,…,l;q < 0。
正则化参数自适应更新算法的计算流程如

下:
(1) 计算当前模型的目标函数中的稳定因子项

s(mn) = mT
nLTLmn;

(2) 令 灼 = s(mn) / s(mn-1);
(3) 如果 灼臆1,则姿 n+1 = 姿 n,如果 灼 > 1,则姿 n+1

= 姿 n / 灼;
(4) 如果当前迭代的数据残差 rn 减小不够快,

即 rn-1 2 - rn 2 < 0郾 01 rn-1 2,更新正则化参数

姿忆n+1 = q姿 n+1,衰减系数 q 通常在区间[0郾 5,0郾 9] 上

选取。
正则化参数的初始值 姿0 计算公式为

姿0 = F(m0) - d 2 / m0 - mapr
2,

式中,mapr 为先验模型;m0 为初始模型;F 为正演算

子。 通过自适应算法,实现了反演精度和计算稳定

性之间的平衡。
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3摇 数值实验

3郾 1摇 块体组合模型

图 4(a) 所示模型与文献[7] 中模型相同,均匀

半空间中嵌入两个矩形异常体,异常体的电阻率分

别为5和2000 赘·m,背景电阻率为100 赘·m,用此

模型生成模拟数据。 观测点11 个,间距10 km,频点

16 个,频率范围为 0郾 001 ~ 100 Hz。

用该简单模型对比分析 SP - NLCG 法与

OCCAM 法、NLCG 法之间的差异。 图 4(b) ~ (d)
是不同方法的反演结果。 使用 TE 和 TM 数据进行

联合反演,参数为正则化参数初值 姿0 = 100 000,SP
- NLCG 的正则化参数衰减系数 q = 0郾 7,均方根误

差阈值设为 1郾 3。 反演剖面两侧与底部的不均匀网

格是为了减小边界效应所扩充的网格。

图 4摇 块体组合模型实验结果

Fig. 4摇 Block model test results

摇 摇 图 4(b) 是 OCCAM 法反演结果,OCCAM 法实

质上是正则化的高斯牛顿法,本实验中用其反演结

果作为标准与其他方法的反演结果进行对比。 图

4(c) 为 NLCG 反演结果,预条件算子为 Ci = (酌 iI +
姿LTL) -2,没有使用 Hessian 矩阵中的元素作为预条

件算子,并且在迭代过程中不更新正则化参数 姿。
反演进行了 15 次迭代后因为不能再降低均方根误

差而终止,此时均方根误差为 3郾 17。 这是因为正则

化参数初值过大,且该值在反演过程中保持不变,导
致反演结果过于平滑,分辨率较低。 图4(d) 是采用

SP鄄NLCG 的反演结果,预条件算子为 Ci = (酌 iH +
姿 iLTL) -2,Hessian 圆半径为 1,其效果与 OCCAM 法

相当,不同之处在于(d) 的模型较(b) 的粗糙度稍

大一些,这是由于两种方法对正则化参数的更新策

略不同所导致的,OCCAM 法在每次迭代中为了寻

找最优的正则化参数要进行多次正演计算,在本实

验中每次迭代需要 6 ~ 8 次正演计算寻优正则化参

数,从而导致计算量大幅度增加。 本文中采用的正

则化参数更新算法不需要额外的正演计算,尽管 SP
- NLCG 达到收敛所需的迭代次数(60 次) 多于

OCCAM 法(12 次),但耗时却比 OCCAM 法少。
本实验模型非常简单,采用不同 Hessian 圆半

径的反演结果都非常接近。 图 5 为不同反演方法迭

图 5摇 块体组合模型反演误差曲线

Fig. 5摇 RMS curves of block model test

代误差曲线,从图中可以看出 OCCAM 法收敛速率
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最快,因此它需要的迭代次数最少。 SP - NLCG 最

终也收敛到误差阈值,当 Hessian 圆半径为 0 时,即
预条件算子仅取 Hessian 矩阵对角线元素,所需迭

代次数大于 Hessian 圆半径不为 0 时的迭代次数。
当 Hessian 圆半径为 1 时,比半径为 3 和 5 时所需迭

代次数少,计算速度最快。 说明对于 SP - NLCG,预
条件算子中包含 Hessian 矩阵元素并非越多越好,
本实验以及后续实验证明当 Hessian 圆半径为 1,即
预条件算子每行包含 5 个Hessian矩阵元素时,反演

性能最优。
3郾 2摇 推覆逆掩模型实验

为了测试 SP - NLCG法对复杂构造的适用性,设
计一个推覆逆掩模型(图 6(a))。 该模型的右侧为沉

积地层,电阻率从浅到深分别为 100、30、100、400 赘·
m 的老地层逆掩在新地层之上。 观测点 34 个,间距 1
km,频点数为 38,频率范围为 0郾 001 ~ 320 Hz。

图 6(b) ~ (e) 是不同方法的反演结果,使用

TE 和 TM 数据进行联合反演,正则化参数初值 姿0 =

100000,SP - NLCG的正则化参数衰减系数 q = 0郾 7,
均方根误差阈值设为 1郾 3。

图6(c) 为NLCG反演结果,反演进行了14次迭

代后因为不能再降低均方根误差而终止,此时均方

跟误差为 5郾 69。 与图 6(b) 的 OCCAM 法反演结果

相比,反演精度明显要低很多,与图 6(d) 所示的

Hessian 圆半径为 1 的 SP - NLCG 的 15 次迭代结果

相比,其精度也低很多。 原因有两方面:淤 预条件

算子中不包含任何 Hessian 矩阵元素,损失大量有

效信息,降低了反演分辨率;于 反演迭代过程中不

更新正则化参数,过大的正则化参数初值使得模型

过于平滑,后期迭代已经不能再降低均方根误差,导
致反演不能达到规定阈值而提前结束。

图 6(e) 为 Hessian 圆半径为 1 的 SP - NLCG 的

36 次迭代结果,其精度与 OCCAM 法反演结果相当,
很好地恢复出了逆掩构造和沉积地层。 Hessian 半径

取不同值时的反演结果都比较接近,但计算效率存在

较大差异,图 7 给出了不同反演方法迭代误差曲线。

图 6摇 推覆逆掩模型实验结果

Fig. 6摇 Overthrust model test results

摇 摇 从图7 和表1 中可以看出 SP - NLCG的收敛速

度介于 OCCAM 法和 NLCG 法之间,当 Hessian 圆半

径为 0 时, 反演所需 45 次迭代达到误差阈值,

Hessian 圆半径为5时,需要40次迭代,Hessian圆半

径为 1 和 3 时,分别需要 36 次和 35 次迭代,尽管

Hessian 圆半径为 1 时的迭代次数比 Hessian 圆半径
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为 3 时迭代次数要多一次,然而从表 1 中可以看到其

计算时间却是最短的,这是因为预条件算子包含的非

零元素越多,对其进行求逆运算所需的时间越长。

图 7摇 推覆逆掩模型反演误差曲线

Fig. 7摇 RMS curves of overthrust model test

图8是 SP - NLCG法在Hessian圆选取不同半径

时预条件算子包含的 Hessian 矩阵元素,其中图 8(a)

是完整的 Hessian 矩阵, 图 8(b) ~ (d) 分别是

Hessian 圆半径为 0、1、3 时的近似 Hessian 矩阵。 从

图中可以看出近似 Hessian 矩阵都为高度稀疏的对

角阵,元素集中在主副对角线上,元素个数比完整

Hessian 矩阵少很多,因此在求预条件算子时无论是

计算量还是对内存的要求都不高。
表 1摇 不同反演方法性能参数对比

Table 1摇 Performance parameters of different
inversion methods

反演方法 迭代次数
均方根
误差

计算时
间 / min

OCCAM 11 1郾 299 7 40
NLCG 14(未收敛) 5郾 694 1 15

SP - NLCG( r = 0) 45 1郾 268 1 56
SP - NLCG( r = 1) 35 1郾 295 5 31
SP - NLCG( r = 3) 34 1郾 255 3 37
SP - NLCG( r = 5) 40 1郾 245 1 54

图 8摇 Hessian 矩阵对比

Fig. 8摇 Hessian matrix comparison

摇 摇 仅从图8很难直观地判断Hessian圆半径为多少

时,近似Hessian矩阵的性状最接近高斯牛顿Hessian
矩阵。 然而,在研究中发现可以用步长公式 琢i,k+1 =

琢i,k -
gT
i,kpi

pT
i
軒Hi,kpi

来定量表征近似Hessian矩阵与高斯牛

顿 Hessian 矩阵的近似程度。 每次迭代计算两个步

长,一个用近似Hessian矩阵计算,另一个步长用高斯

牛顿 Hessian 矩阵计算,计算两组步长的均方根误

差。 Hessian 圆半径为 0、1、3、5 时的步长均方根误差

分别为 0郾 383 851、0郾 326 565、0郾 336 098、0郾 347 98。 可

以看出半径为 1 时均方根误差最小,说明此时的近似

Hessian矩阵的性状最接近高斯牛顿Hessian矩阵,再
次证明了 Hessian 圆半径为 1 时反演性能最优。

4摇 实测资料处理

为了检验本文研究方法处理实测数据的有效

性,对中国西部某地的实测 MT 数据进行反演。 该

地区属于山前构造带,第四系为不稳定中高电阻层;
第三系到白垩系为低阻层,电阻率为几欧姆米;侏罗

系为次低阻层,电阻率一般小于 30 赘·m;三叠系为

次高阻层,电阻率在 30 ~ 100 赘·m 范围变化;石炭

系则基本是高阻,超过 100 欧姆甚至达上千欧姆米,
也有部分上石炭统电阻率不到 100 赘·m。

图 9 上图为 MT 2 维连续介质反演剖面,剖面总

长 60 km,观测点 120 个,观测点距 500 m,观测数据

频点数为 38,频率范围为 0郾 001 ~ 320 Hz。 剖面能

较清晰地反映沉积盆地的基本构造形态,但是对深

部构造的恢复不理想,出现了许多不自然的“挂面

条冶现象,难以刻画深层的盆山接触关系。 剖面中

下部偏左处的相对低阻隐约反映出存在逆掩构造,
但是该构造在地震偏移剖面(图 9 下图)很难识别,
因此很难确定该构造的存在。

图 10 为 SP-NLCG 法反演得到的电阻率剖面和

电震联合解释剖面。 可以看出,该剖面对沉积地层
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图 9摇 MT 2 维连续介质反演剖面与地震偏移剖面

Fig. 9摇 MT 2D continuous inversion result and
seismic migration profile

的形态刻画清晰,且恢复出了深层的逆掩构造。 最

上面的低阻地层为大面积出露地表的第四系-白垩

系,从左到右逐渐变薄,最右边厚度为 1 800 m;第二

层为侏罗系-三叠系的相对中高阻层,被石炭系高

阻推覆体冲断成东西两段,厚度约 2 600 m;第三层

和第四层分别为上二叠统的中低阻层和下二叠统的

中高阻层,这两层都被逆冲断层划成 3 段,第五层为

石炭系的高阻层,在测线最右边有出露,剖面中部为

大套的高阻层,并未发育低阻层,根据地震偏移剖面

解释为石炭和二叠地层。 利用本文方法的反演结果

指导了该地区构造解释,尤其是对深层部位石炭系

和二叠系的刻画较为精准,证实了 SP-NLCG 法解

决中国西部复杂构造问题的有效性。

图 10摇 预条件非线性共轭梯度法反演剖面与

电震联合解释剖面

Fig. 10摇 Inversion results of SP-NLCG and
MT & seismic co鄄interpretive profile

5摇 结摇 论

(1)通过分析雅克比矩阵中列向量的自相关和

互相关,发现构建近似 Hessian 矩阵最有效的模式

是仅使用以某网格为中心的 Hessian 圆内的网格所

对应的雅克比矩阵列向量。 数值实验证明该方法的

反演结果精度比非线性共轭梯度法精度更高,与高

斯牛顿法相当,且计算速度比高斯牛顿法快,与非线

性共轭梯度法相当,在通常情况下 Hessian 圆半径

为 1 时反演性能最优化。
(2)通过引入正则化参数的自适应更新算法,

在迭代过程中自适应修改 姿,既能保持模型的分辨

率,又能保证算法的稳定性和计算效率。
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