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一小波奇异值分解的瞬变弱信号检测

徐彦凯, 双摇 凯

(中国石油大学地球物理与信息工程学院, 北京 102249)

摘要:研究小波阈值法和奇异值分解法,分析最大分解层数、阈值函数、小波基函数的选取以及窗长和保留奇异值个

数等参数的选择,并在此基础上提出小波与奇异值分解相结合降噪检测信号的方法。 该方法首先将信号作小波分

解,再对小波分解系数作奇异值分解,最后通过阈值法保留小波系数并重建降噪信号,利用重建信号进行信号检测。
结果表明:该方法能更好地区分信号和噪声,获得更好的降噪和检测结果。
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Detection of transient weak signal based on wavelet transform
and singular value decomposition

XU Yan鄄kai, SHUANG Kai

(College of Geophysics and Information Engineering in China University of Petroleum, Beijing 102249, China)

Abstract: The wavelet鄄threshold method and the singular value decomposition ( SVD) were introduced for detection of
transient weak signal. Detailed aspects in the methods were discussed, including how to select the maximum decomposition
level, threshold function, wavelet basis function, window length and the effective singular value number. A new detecting
method integrating the wavelet method and the singular value decomposition was put forward. In the method, the transient
weak signal is decomposed by db2 wavelet, and then the wavelet coefficients which are de鄄noised by singular value decom鄄
position are used to reconstruct the signal. Simulation results demonstrate that the proposed method is efficient in distin鄄
guishing the transient weak signal from noise. By comparison, the proposed method outperforms the wavelet鄄threshold
method and SVD.
Key words: wavelet鄄threshold method; singular value decomposition; transient signal; signal detection

摇 摇 在油气井下电磁脉冲数据传输中,有效信号具

有暂态瞬变的特征。 由于传输距离远,接收到的微

弱有用信号往往被环境噪声所淹没。 因此,有效检

测瞬变弱信号是电磁脉冲数据传输的关键技术。 小

波分析是近些年发展起来的一种新的时频分析方

法,小波变换能使信号能量集中在一些大的小波系

数中;而噪声能量却分布于整个小波域内,对应的小

波系数小。 因此,小波阈值法可以较好地用于抑制

噪声并检测信号。 考虑到加噪信号对应矩阵的奇异

值分解一定程度上可以反映矩阵的主要特征,实现

噪声去除和信号提取,笔者将小波及奇异值分解相

结合,实现微弱瞬变信号的检测。

1摇 小波变换及降噪应用

1郾 1摇 小波变换理论

设 鬃( t) 沂 L2(R),若 鬃( t) 为母小波,其傅里叶

变换 追(棕) 满足条件:

C鬃 = 乙
R

追(棕) 2

棕 d棕 < 肄 . (1)

将 鬃( t) 进行伸缩和平移,得到小波基函数

鬃 ab( t) = 1
a
鬃 t - b( )a

,a > 0,b 沂 R. (2)
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其中 a 为尺度(伸缩) 因子,b 为平移因子。
信号 f( t) 的连续小波变换定义[1] 为

WTf(a,b) = 掖 f( t),鬃a,b( t)业 = 1
a 乙

肄

-肄
f( t)鬃* t - b( )a

dt.

(3)
对 a、b进行二进离散化,即 a = 2 j,b = 2 jk,j,k沂

Z,得到的二进小波变换为

WTf( j,k) = 2 -j / 2乙肄
-肄

f( t)鬃*(2 -j t - k)dt.

其逆变换为

f( t) = C移
肄

j = -肄
移
肄

k = -肄
WTf( j,k)·軌鬃(2 -j t - k) . (4)

Mallat 算法实现了二进小波的快速分解与重

构[2],分解公式为

cj,k = 移
n
cj -1,nhn-2k,

d j,k = 移
n
cj -1,ngn-2k

{
.

(5)

重构公式为

cj -1,n = 移
k
cj,k軌hn-2k + 移

k
d j,k軌gn-2k . (6)

式中,cj,k 为尺度系数;d j,k 为小波系数;h、g、軌h、軌g分别

为低通和高通分解与重建滤波器;j 为分解层数。
1郾 2摇 小波阈值法降噪检测技术

由于小波变换能使信号的能量集中在一些大的

小波系数中,而噪声能量却平均分布于整个小波域

内,对应的小波系数小。 应用信号与噪声小波系数

的特点对信号降噪,降噪步骤[3] 如下:
(1) 确定小波基函数和小波分解最大层数,应

用式(5) 对信号进行 J 层小波分解得到小波系数和

尺度系数。
(2) 确定每层小波系数的阈值,根据每层阈值

按阈值函数形式对小波系数进行处理,把保留下来

的作为降噪后信号的小波系数。
(3) 利用式(6) 对信号进行重构,并对降噪后

信号检测。
上述步骤中,分解尺度、阈值函数和小波基函数

的合理选择对信号检测至关重要。
2 j 尺度下小波伪频率 f2 j 与小波中心频率 fc 的关

系[3]:
f2 j = fc / (a驻t) . (7)

式中,驻t 为采样周期。
若信号的中心频率接近小波的伪频率,则会使

此频率段的小波系数达到最大,从而有效地检测信

号。 研究的瞬变信号的频率集中在(0郾 3 ~ 1郾 1) 伊
105 Hz,db2小波的中心频率为0郾 6667 Hz,采样周期

为 1 伊 10 -6s,由式(7) 可知,j = 3 和 4 的 db2 小波伪

频率在信号的频率范围,所以确定小波分解最大层

数为 4。
常用的方法有硬阈值函数和软阈值函数,采用

软阈值处理会对所有的小波系数都进行抑制,可使

降噪后信号比较平滑,但对于提取具有突变特性的

瞬变信号而言,对降噪后信号的平滑性没有要求,相
反采用硬阈值方法能够更好地保留原信号的一些瞬

变特征以便信号检测,所以采用硬阈值处理方法更

为合适。
选择小波基函数时考虑正交小波变换后的数据

不会出现冗余,并保证信号精确重构。 因此选择几

种有代表性的常用正交小波基:haar 小波、coif1 小

波、sym2小波和 db2小波,在此基础上进一步通过仿

真试验对比选优。
1郾 3摇 仿真与分析

四种小波基下的重建信号见图 1。

图 1摇 四种小波基下的重建信号

Fig. 1摇 Reconstructed waveforms by four
wavelet functiones

电磁脉冲传输的数字信号用图 1(a) 中的瞬变

信号表示,该信号是一个持续时间短的暂态过程。
通过电路分析,得到该信号的数学模型为

s( t) =
A(1 - e -琢t)cos(棕t), t 臆 t0,

Ae -琢( t -t0) cos(棕t), t > t0
{ .

(8)
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式中,A 为信号幅度;棕 为振荡频率;琢 为衰减因子,
决定信号暂态过程的持续时间,其持续时间由电路

参数决定; t臆 t0 为充电时间;t > t0 为放电时间。 琢
= 15,棕 = 4郾 7 伊 105 rad / s。

井下电磁脉冲信号传输中,噪声源主要有两大

类:井下钻井环境产生的噪声和电子器件产生的电

子噪声。 钻井噪声频率范围为 1 ~ 4 kHz。 电子噪

声在频域和时域上分布一致, 是一种高斯白噪

声[4]。 由于钻井噪声可通过滤波的方法去噪,在此

只考虑无法直接滤除的白噪声。
针对小波基的选取进行试验,试验中采用如

图 1(b) 所示的 - 2郾 5 dB 加噪信号,统一的 4 尺度

分解,得到图 1 所示的 4 种小波基下的重构信号。
比较图 1 中的(c)、(d)、(e)、( f),可以直观地看

出,针对本文研究的瞬变信号,db2 小波的降噪效

果最佳,sym2 次之,coif1 小波最差,因此选择 db2
小波基。

由图1(b) 信号作4尺度 db2小波分解的各尺度

系数如图2所示。 从图2看出,无法从 j = 1,2的小波

系数中区分信号和噪声,因此重构时将 j = 1,2 的小

波系数全置零, 保留 j = 3,4 中大于阈值 姿 = 滓

2logN 的小波系数。

图 2摇 db2 小波分解各尺度系数

Fig. 2摇 Scale coefficients with db2 wavelet

图 1(c) 表明,在高信噪比的情况下,小波阈值

法可以实现信号的检测,但从图 3 所示的 - 8郾 5 dB
加噪信号的 db2 小波重建信号可以看出:在(0郾 1 ~
0郾 2)ms 和(0郾 7 ~ 0郾 8)ms 处没有信号,但在相应位

置重构信号的幅度较大。
因此,为了更好地检测强噪声中的弱信号,

需要将 j = 3,4 信号和噪声的小波系数进一步分

离。

图 3摇 - 8. 5 dB 加噪信号的 db2 小波重建信号

Fig. 3摇 db2 WT reconstructed waveform
with - 8. 5 dB SNR

2摇 奇异值分解降噪

2郾 1摇 奇异值分解理论

设矩阵Hm伊n(m臆 n) 秩为 r,则存在两个正交矩

阵 U、V 和对角矩阵 D,使得下式成立[8]:
Hm伊n = UDVT . (9)

其中

U = [u1,u2,…,um],
V = [v1,v2,…,vn],

D = 驻 0é

ë
êê

ù

û
úú0 0
,

驻 = diag[姿1,姿2,…,姿 r],姿1 逸 姿2 逸 … 逸 姿 r .
式中,姿 i 为矩阵 H 的奇异值;ui 和 vi 是 姿 i 的特征向

量;uivT
i 为特征项。

奇异值分解是一种代数特征提取方法,能找到

矩阵各向量之间的内在本质属性。 因此加噪信号序

列的奇异值分解可以提取序列主要特征,实现信号

降噪和检测。 其步骤如下:
(1)Hankle 矩阵生成。 设加噪信号序列为 X =

[x0,x1,…,xN-1],构造 Hankle 矩阵 H[5鄄7]

H =

x0 x1 … xJ-1

x1 x2 … xJ

… … … …
xL-1 xL … xL+J-

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

2

. (10)

矩阵H的行数 L、列数 J及序列X的长度N之间

应满足

L + J - 1 = N. (11)
(2) 矩阵奇异值分解。 对矩阵H进行奇异值分

解,姿1,姿2,…,姿 r 为矩阵 H 的按降序排列的非零奇
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异值,即 姿1 逸 姿2 逸 … 逸 姿 r。
(3) 去噪、组合。 由于瞬变信号的主要分量与

大奇异值相对应;而噪声存在整个时间上,且相互无

关,对应奇异值小。 因此,设置一个阈值保留 姿1,
…,姿 TR,去掉其它的奇异值,去噪后的 Hankle 矩阵

为 Hnew = 移
TR

i = 1
Ui姿 iVT

i 。

(4) 重构、检测。 重建时间序列 軒X 中的元素 軇xi

由 Hnew 的平均对角元素表示。 设 Hnew 中的元素

hk,j,0 < k 臆 L,0 < j 臆 J,L 臆 J,

軇xi =

1
k + 1移

k+1

m = 1
hm,k-m+2, 0 臆 k 臆 L - 1,

1
L移

L

m = 1
hm,k-m+2, L - 1 臆 k 臆 J,

1
N - k 移

N-J+1

m = k-J+2
hm,k-m+2, J 臆 k 臆

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï N.

(12)

由式(12) 重建信号并检测有用信号存在与否。
2郾 2摇 参数选择

奇异值分解中,窗长 L 及保留特征值个数 TR
的选择影响降噪和检测效果。

本文首先选取 TR = 5,窗长 L 分别选取 15、22、
30、40、60,码元中有用信号的采样点数是 30,加噪

信号的信噪比分别为 - 2郾 5、 - 5郾 5、 - 8郾 5、 - 9郾 5、 -
10郾 5、-11郾 5 dB,仿真得到如图 4 所示的 SVD 降噪

峰值信噪比与窗长 L 的关系。

图 4摇 窗长对 SVD 降噪峰值信噪比的影响

Fig. 4摇 Effect of window length on SVD鄄denoised PSNR

从图 4 看出:当原信噪比大于-8郾 5 dB,窗长 L
选取 30 效果最好;当原信噪比小于-8郾 5 dB,窗长 L
选取 22 效果最好;窗长 L 选取过大(L = 60)或过小

(L=15)降噪效果明显差。 因此得出:淤若原信噪

比较大,选择窗长 L 等于码元中有用信号长度时效

果最佳;于若原信噪比较小,选择窗长 L 比码元中有

用信号的长度稍小些降噪和检测效果最好,这是由

于信号末端采样值接近零,当噪声较强时,奇异值分

解中这部分值的特征完全被噪声淹没造成的。
然后选取窗长 L = 22,保留特征值个数 TR 分别

选取 15、10、5、3、2,加噪信号的信噪比分别为-2郾 5、-
5郾 5、-8郾 5、-9郾 5、-10郾 5、-11郾 5 dB,得到如图 5 所示的

SVD 降噪峰值信噪比与保留特征值个数 TR 的关系。

图 5摇 保留特征值个数 TR 对 SVD 降噪

峰值信噪比的影响

Fig. 5摇 Effect of main singular values謖
number on SVD鄄denoised PSNR

从图 5 看出:淤降噪后峰值信噪比随着原信噪

比的减小而减小;于保留特征值个数 TR=2 峰值信噪

比最高,检测效果也最佳;盂原信噪比越小,TR 的选

择对降噪后峰值信噪比的影响越大,这是由于奇异值

分解中大部分特征值已经体现不出信号的特性。
2郾 3摇 仿真与分析

在研究奇异值分解参数选择的基础上,采用奇

异值分解方法对-8郾 5 dB 加噪信号检测,其中选择

参数 L=22,TR=2,仿真结果如图 6 所示。

图 6摇 -8. 5 dB 加噪信号的 SVD 重建信号

Fig. 6摇 Reconstructed waveform by SVD
method with -8. 5 dB SNR

比较图 3(c)和图 6(c)可知:从检测的角度看,
奇异值分解比小波降噪后判决出错的概率小;但从
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输出信噪比看,奇异值分解比小波降噪差。

3摇 小波奇异值分解降噪检测

通过上述分析可知,若将小波和奇异值相结

合[7鄄8]会使信号和噪声的小波系数更好地分离,检测

效果更佳。 具体方法是:首先将信号作小波分解,再
对小波分解系数作奇异值分解,最后通过阈值法保

留信号小波系数并重建降噪信号,利用重建信号进

行信号检测。
图 7(a)和图 7(b)分别为信号和-8郾 5 dB 加噪

信号,采用小波阈值、奇异值分解及小波奇异值三种

方法对图 7(b)加噪信号降噪,降噪结果分别如图 7
(c) ~ ( e)。 可以看出:仅采用奇异值分解的图 7
(d)降噪效果最差;采用小波降噪的图 7(c)虽然效

果较好,但在没有信号的(0郾 1 ~ 0郾 4)ms、和(0郾 5 ~
0郾 6)ms 处的重构信号的幅度较大;采用小波奇异值

方法的图 7(e)则可以准确检测信号的存在。 因此

与小波阈值法和奇异值法相比,小波奇异值法降噪

和检测效果最佳。

图 7摇 -8. 5 dB 加噪信号的三种方法重建信号

Fig. 7摇 Reconstructed waveforms by three
methods with -8. 5 dB SNR

4摇 结束语

针对油气井下电磁脉冲数据传输中瞬变弱信号

的检测,研究了小波阈值法和奇异值分解及参数选

择。 在此基础上提出了小波与奇异值分解相结合降

噪检测信号的方法。 仿真结果表明,该方法能更好

地区分信号和噪声,获得了更好的降噪和检测结果。
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