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一基于 BG 理论确定 Phillips 方法的正则化参数
并评价反演结果

高摇 阳1, 肖立志2, 谢庆明3
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摘要:正则参数的选取在 Phillips鄄Twomey 方法中起着关键性的作用,但一方面人们很难确定该参数的选取是否恰当,
另一方面在参数选取时存在着很大的主观因素。 研究利用 Phillips鄄Twomey 方法反演核磁共振横向弛豫时间谱时正

则参数的确定,其确定方法是基于 BG 理论中的折中准则和正则参数最小准则;同时,还利用分辨率矩阵和协方差矩

阵来评价反演所得横向弛豫时间谱。 数值模拟和岩心分析均表明,基于 BG 理论的折中准则和正则参数最小准则方

法适用于确定 Phillips鄄Twomey 方法反演核磁共振横向弛豫时间谱的正则参数 r 的选取。 岩心分析结果表明,该方法

反演效果比常规的 SVD 方法好,并且该方法避免了反演者的主观判断,因此反演结果没有反演者个人偏好影响。
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Evaluating regular parameter of Phillips method and assessing
inversions based on BG theory
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Abstract: In the Phillips鄄Twomey method, it is essential to find a suitable regular parameter r. The selection of the parame鄄
ter r remains practically difficult, and is often biased by researcher謖s subjectivity. Finding a suitable regular parameter r in u鄄
sing Phillips鄄Twomey method to inverse nuclear magnetic resonance(NMR) logging transverse relaxation time was focused
on. The way to finding the suitable r was based on the compromise criterion in BG theory and the r minimal criterion. The in鄄
versed transverse relaxation time was also assessed through the resolution matrix and the covariance matrix. Digital simulation
and core analysis show that the approach in determining the regular parameter r of the Phillips鄄Twomey inverse method works
very well for the inverse of NMR transverse relaxation time. Core analysis also shows that this method is better than the clas鄄
sical SVD method without subjective bias.
Key words:nuclear magnetic resonance logging(NMR logging); Phillips鄄Twomey method; resolution matrix; covariance ma鄄
trix; compromise criterion

摇 摇 Backus鄄Gilbert 线性评价理论(即 BG 理论) [1鄄2]

的核心是展布准则和折中准则[3鄄4]。 目前已经有学

者将 BG 理论中的分辨率矩阵和协方差矩阵应用到

反演当中[3]。 Phillips鄄Twomey 方法在地球物理反演

和核磁共振反演中都有着非常重要的作用[5鄄9],而正

则参数 r 的选取往往是根据反演者的经验,使得反

演结果带有反演者的主观判断。 基于此,笔者引入

BG 理论中的折中准则。 对正则参数 r 的不同取值
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分别计算出分辨率矩阵和协方差矩阵,再算出展布

和协方差矩阵的模,利用折中准则和 r 值最小准则

确定正则参数 r。 同时尝试利用 BG 理论评价核磁

共振测井反演结果,确定反演结果的可信度。

1摇 Phillips鄄Twomey 方法及其折中解

1郾 1摇 Phillips鄄Twomey 方法

核磁共振测井多指数反演结果的好坏直接影响

到有关岩石储集物性及流体特性参数的计算[10鄄15],
该反演实际上是解超定线性方程组[16鄄17] Gm = d,其
中 G 为 M伊N 矩阵,m 为 N 维列向量,d 为 M 维列向

量。 假设 d 有误差 啄d。 由于系数矩阵 G 的条件数很

高———在核磁共振测井中 G 的条件数可能达到

1015数量级,造成 d 的微小误差在 m 中都会被放大

得很大,使得该问题严重不适定。 Phillips鄄Twomey
方法认为解应该是最光滑的,即解的二阶导数的模

长应该最小。 因此 Phillips鄄Twomey 方法定义光滑度

量
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并求 s(m) 在约束条件 啄d =Gm - d下的极小值点。
由于误差项 啄d未知,只能要求椰啄d椰 =椰Gm - d椰
尽量地小。 因此,定义 E(m) = rs(m) + 椰Gm -
d椰2,并将 E的极小值点 m̂作为线性方程组 Gm = d
的解。 其中 r 为正则化参数或权重参数,决定两部

分在 E 中所占比重。 令鄣E
鄣m = 0 有

2rLTLm + 2GTGm - 2GTd = 0.
因此解 m̂ = (GTG + rLTL) -1GTd。 此时,G 的广义

逆 G -g = (GTG + rLTL) -1GT。
1郾 2摇 正则参数对反演结果的影响

在 Phillips鄄Twomey方法中,正则参数 r的选取是

十分关键的。 随着 r 的增大,s(m) 所占的比重增大,
所得解 m̂就越光滑,但由于此时误差项 啄d 所占的比

重相应减小,因此原方程组在 m̂ 中所占的比重也减

小;相应地,若 r 减小,啄d 所占的比重增大,原方程组

在 m̂中所占的比重也增大,但这时 s(m) 所占的比重

减小,因此所得解 m̂可能不够光滑。 如果 r值选择不

当,不管是过大还是过小,都会导致反演结果失真。

图 1 说明了正则参数 r 的选取对反演结果的影响。
从图中可以看出,恰当的 r 值为 3,过大(如图中 r =
10) 或者过小(如图中 r = 0郾 5) 都会导致反演结果失

真。 考虑到反演的任务是解方程组,原方程组应起

主要作用。 因此在保证解足够光滑的情况下,r 值选

取应尽量小,并称这一准则为 r 值最小准则。

图 1摇 不同 r 值的反演结果

Fig. 1摇 Inversions with different r

1郾 3摇 正则参数的选取

按照 BG 理论,如果线性方程组 Gm = d 的广义

逆为 G -g, 则分辨率矩阵 R = G -gG, 协方差矩阵

cov[m] = 滓2G -g(G -g) T [1-4],这里假设 d 的误差在

统计上是独立的且它们有相同的方差 滓2。 核磁共

振测井仪器的设计可以保证误差独立。 核磁共振测

井所采集的回波串,经过相敏检波器可以分离为两

道,一道是含噪声的回波串数据,一道是纯噪声,这
样就可以得到噪声的方差[18]。 在 Phillips鄄Twomey
方法中,给定一个 r,就可以求得一个广义逆 G -g =
(GTG + rLTL) -1GT,也就可以得到分辨率矩阵和协

方差矩阵。 图 2 所示为 r = 0,数据方差 滓2 = 1 时的

分辨率矩阵和协方差矩阵。
由图 2 可以看出,分辨率矩阵比较接近单位矩

阵,分辨率最佳。 这是因为 m̂ = G -gd = G -g(Gm) =
(G -gG)m =Rm。 当R = I时,m̂ =m,即 m̂就是模型

m。 当R屹 I时,m̂的某个分量 m̂ j =移
N

i = 1
r jimi,它不仅

与m j 有关,而且还与其他的mi 有关,实际上,它是模

型 m的一个加权平均。 因此,可以用矩阵R与单位

矩阵 I的相似程度来衡量 m̂的好坏。 R与 I越接近,
m̂ 与 m 越接近,m̂ 就越好;反之,m̂ 就越坏。 在实际

应用中,一般用矩阵 R - I 的 L2 模 spread(R) = 椰R
- I椰2

2来衡量分辨率矩阵,并称它为矩阵 R 的非对

角元素的展布。
从协方差矩阵的角度看,反演结果 m̂的协方差矩

阵的数量级在1012 级别,这就是说 m̂与m各个分量之
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间最多可以相差106。 图3 为此情况下模型m与反演

结果 m̂的对比。 其中m的最大值出现在353郾 5 ms,为
2郾 5% (模型m被压在 T2 轴,不能从本图看出来,读者

可以从图1看出模型m);而 m̂的最大值出现在0郾 145
ms,为5郾 5 伊 103。 这样的反演结果在理论上是不能接

受的,在实际上也是没有意义的。 一般岩石的孔隙度

不会大于 37% ;理论上,孔隙度也不会大于 100% 。

协方差矩阵和分辨率矩阵一样,也是评价反演结果的

重要参数,可以用它来衡量数据中的误差在解空间中

的放大程度。 协方差矩阵不仅与广义逆有关,还与 d
的方差有关。 协方差矩阵越接近于零矩阵,说明 m̂
的误差越小;协方差矩阵越接近于对角阵,说明 m̂ 的

各个分量之间越是相互独立的。 因此可以用协方差

矩阵的 L2 模来衡量协方差矩阵。

图 2摇 r = 0,滓2 = 1 时的分辨率矩阵(左) 和协方差矩阵(右)
Fig. 2摇 Resolution matrix and covariance matrix when r = 0 and 滓2 = 1

图 3摇 r = 0,滓2 = 1 时的反演结果与模型对比

Fig. 3摇 Comparison of inversion result and
model when r = 0 and 滓2 = 1

摇 摇 由于 r = 0,m̂ = (GTG) -1GTd,实际上就是最小

方差解[2],因此是没有正则化的解。 没有正则化的

解与真实解必然相距甚远,图 3 也正说明了这一点。
通过将 r 增大来观察模型分辨率矩阵和协方差

矩阵。 图4是 r = 0郾 01,数据方差滓2 = 1时的模型分

辨率矩阵和协方差矩阵。 此时的模型分辨率矩阵与

单位矩阵差别比较明显,说明分辨率减小了。 同时,
协方差矩阵的数量级已经从1012 降低到了100,说明

方差明显改善。 但是这是以牺牲分辨率为代价的。
从分辨率矩阵和协方差矩阵的变化看,这种牺牲还

是值得的,因为这是以较小的分辨率为代价换取较

大方差的改善。 图 5 是 r = 0郾 01,数据方差 滓2 = 1

时,模型m与反演结果 m̂的对比。 与图3相比,反演

结果与模型接近了许多,也说明了这种以牺牲分辨

率为代价换取方差的改善是值得的。 当然,从图中

也可以看到,小弛豫分量反演结果与模型相差还是

很大,因此这还不是理想结果。 BG折中理论中的最

佳折中解是以牺牲最小分辨率为代价换取最大方差

减小的解。
实际上,要使分辨率高,就要使模型分辨率矩阵

与单位矩阵差别小,即 spread(R)=椰R - I椰2
2小;要

使解的误差小,就要使 椰cov[m]椰2
2小。 BG 理论

认为分辨率和协方差是一对矛盾,二者不可兼得,只
能取折中:要么牺牲一定的分辨率来换取协方差的

减小,要么以较大的协方差来获得较高的分辨率。
这就是 BG 折中理论的核心思想。

图 6 所示为 Phillips鄄Twomey 方法中随 r 值的增

加,spread(R) 和 椰cov[m]椰2
2 的变化。

随着 r 的增加,展布越来越大,即分辨率越来越

低;但是方差却越来越小。 这再一次说明要使

spread(R) 和 椰cov[m]椰2
2同时达到极小是不可能

的,因此 BG 折中理论定义

着( r) = 椰R - I椰2
2 + 椰cov[m]椰2

2, (1)
并对 着 取极小。 此时的 r值即为最佳折中解所对应

的 r值。 为了确定哪一个 r值使得 着取极小,可以做

着 - r 关系图(图 7)。

·25· 中国石油大学学报(自然科学版) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 2014 年 6 月



图 4摇 r=0郾 01,滓2 =1 时的模型分辨率矩阵(左)和协方差矩阵(右)
Fig. 4摇 Resolution matrix and covariance matrix when r=0郾 01 and 滓2 =1

图 5摇 r=0郾 01,滓2 =1 时的反演结果与模型对比

Fig. 5摇 Comparison of inversion result and
model when r=0郾 01 and 滓2 =1

图 6摇 spread(R)和椰cov[m]椰2
2 与 r 的变化关系

Fig. 6摇 Variaion of spread(R) and 椰cov[m]椰2
2 with r

摇 摇 如图 7 所示,点 A 即为 着 取极小的点即最佳折

中点,但曲线在 A 点附近极为平滑,因此虽然 B、C
两点距离 A 点较远,但是它们的 着 值与 A 点相差甚

微。 考虑到 r 值选取应尽量的小,结合折中准则和 r
值最小准则,定义

着1( r)= 椰R-I椰2
2+椰cov[m]椰2

2+r2, (2)
并对其求最小,将此时的 r 值确定为 Phillips鄄Twomey
方法所需要的 r 值。 图 8 是利用最佳折中准则和 r
值最小准则确定 Phillips鄄Twomey 方法的正则参数 r,
反演不同信噪比( rSN)回波串得到的 T2 谱。

图 7摇 着-r 关系图

Fig. 7摇 着-r curve

图 8摇 不同信噪比回波串反演结果

Fig. 8摇 Inversion results of echoes with different rSN
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2摇 反演结果评价

由图 8 可以看出,对于不同的信噪比来说,反演

结果与模型相当符合,说明反演结果非常好。 但在

核磁共振测井反演时,并不知道真实的 T2 谱是怎样

的。 此时对反演结果的评价可以通过分辨率矩阵和

协方差矩阵来实现。
图 9 是信噪比 rSN =100,r=1郾 7 时的分辨率矩阵

和协方差矩阵。 从整体上看,分辨率矩阵是对角占

优矩阵,虽然对角线上的值小于 0郾 3,但对角线及其

前后两个的值加起来大部分都大于 0郾 6(理论上 R
的行和应该为 1,由于在做非负约束时磨平了系数

矩阵,使得 R 有些行和不为 1,这是导致不是所有的

值都大于 0郾 6 的主要因素)。 以 R 的第 18 行为例,
最大值在第 18 列为 0郾 283 6,这说明 m18是 m̂18的主

要贡献者;而且第 18 行的第 17 列和第 19 列分别为

0郾 238 4 和 0郾 245 2,这三者加起来为 0郾 769 2。 因为

T2 谱是连续的,所以 m17、m19与 m18非常接近。 从这个

角度考虑,可以认为 m18的贡献为 0郾 769 2。 因此从分

辨率矩阵的角度看,此次反演的可信度是比较高的。
再从协方差矩阵看,绝对值最大值为 0郾 022 3,最小值

几乎为 0,而信号噪声的标准差为 0郾 2947,这说明该

方法明显地压制了信号的噪声。 因此,此次反演的

误差也是相当小的。

图 9摇 rSN =100,r=1郾 7 时的模型分辨率矩阵(左)和协方差矩阵(右)

Fig. 9摇 Resolution matrix and covariance matrix when r=1郾 7 and rSN =100

3摇 NMR 岩心资料处理

图 10 是根据折中准则和 r 值最小准则反演某

地区 3 块岩心所得 T2 谱(图中标有 PH鄄T 字样的曲

线)和用 SVD 方法得到的 T2 谱(图中标有 SVD 字

样的曲线)对比。 这 3 块岩心都是碳酸盐岩,孔径比

较大,岩石孔隙度也相对较大,这一点从反演得到的

T2 谱也可以看出。 根据资料,确定束缚水的 T2 截止

值为 92 ms,泥质束缚水的 T2 截止值为 4 ms[11鄄12]。

图 10摇 岩心反演 T2 谱

Fig. 10摇 Inversed T2 spectrums of cores

摇 摇 从图中可以看出,两种反演方法在长弛豫时间

上基本一致。 在短弛豫方面,用 SVD 方法得到的第

一块岩心的 T2 谱只能反映出毛管束缚水,第二块岩

心的 T2 谱根本不能反映出束缚水信息;而根据折中

准则和 r 值最小准则,得到的这两块岩心的 T2 谱都

可以清晰地分辨出泥质束缚水和毛管束缚水。 由此

可知,在短弛豫方面根据折中准则和 r 值最小准则

得到的 T2 谱具有一定的优势。 对于第三块岩心,两
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种方法反演的结果差别不大,说明本方法也不是每

次都比 SVD 方法好。
图 11 是第一块岩心在上述 r 值下的分辨率矩

阵和协方差矩阵。 分辨率矩阵的峰值基本上都在对

角线上,且峰值较高;同时协方差矩阵整体上来说值

是比较小的,最大值没有超过 0郾 04。 因此,这次反

演的可信度还是比较高的。

图 11摇 第一块岩心的分辨率矩阵(左)和协方差矩阵(右)
Fig. 11摇 Resolution matrix and covariance matrix of the first core

4摇 结摇 论

(1)数值模拟和岩心分析均表明基于 BG 理论

的折中准则和 r 值最小准则方法适用于确定 Phil鄄
lips鄄Twomey 方法反演核磁共振横向弛豫时间谱的

正则参数 r 的选取,且一般来说其效果比常规的

SVD 方法好。 正则参数 r 的选取方法如下:首先对

正则参数 r 的不同取值分别计算出分辨率矩阵和协

方差矩阵,然后计算出分辨率矩阵和协方差矩阵的

模,最后利用折中准则和 r 值最小准则确定正则参

数 r,即对公式(2)求极小。 这样在选取 r 时,避免了

反演者的主观判断,因此反演结果没有反演者个人

偏好的影响。
(2)数值模拟所设定的地层岩性是砂岩,岩心

分析中的岩心为碳酸盐岩,所以本文所述方法适用

于砂岩和碳酸盐岩地层,对于其他常规储层,理论上

是能够正确反演的。 对于页岩等非常规储层,尚不

清楚是否适用。
(3)利用 BG 评价理论评价核磁共振测井反演

结果,确定反演结果可信度差别。 其方法是看分辨

率矩阵主峰是否都在对角线上,其他值是否接近 0,
协方差矩阵是否接近 0 矩阵。 如果是,则反演结果

比较好,反之则较差。 如果想评价某一个分量,就看

它所在的行是否满足上述条件。
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