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给定直径和悬挂点数的树的拉普拉斯系数

谭尚旺, 王奇龙

(中国石油大学 理学院,山东 青岛 266580)

摘要:令 渍(T,姿)= 移
n

k=0
(-1) kck(T)姿n-k是一个 n 点树 T 的拉普拉斯矩阵的特征多项式。 熟知,cn-2(T)和 cn-3(T)分别

等于 T 的维纳指标和修改超维纳指标。 应用图的变换,确定给定直径和悬挂点数的树中所有拉普拉斯系数 ck(T)最
小的树。 特别是确定了一些具有极端维纳指标、修改超维纳指标和 Laplacian鄄like 能量的树。
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Laplacian coefficients of trees with given diameter
and number of pendant vertices

TAN Shang鄄wang, WANG Qi鄄long

(College of Science in China University of Petroleum, Qingdao 266580, China)

Abstract: Let 渍(T,姿)= 移
n

k=0
(-1) kck(T)姿n-k be the characteristic polynomial of Laplacian matrix of a n鄄vertex tree T. It is

well known that cn-2(T) and cn-3(T) are equal to the Wiener index and modified hyper鄄Wiener index of T, respectively. By
applying some transformations of graphs, the trees with given diameter and number of pendant vertices were characterized
which simultaneously minimize all Laplacian coefficients. In particular, some trees with extremal Wiener index, modified hy鄄
per鄄Wiener index and Laplacian鄄like energy were determined.
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1摇 问题的提出

本文讨论的图都是无环无重边的简单图。 令 G
是一个具有 n = V(G) 个顶点和 e(G) 个边的图。
用 A(G) 和 D(G) 分别表示 G 的邻接矩阵和顶点度

对角矩阵,则矩阵L(G)=D(G) - A(G) 称为G的拉

普拉斯矩阵,L(G) 的特征多项式 det(姿In - L(G))
称为 G 的拉普拉斯多项式, 记为 渍(G,姿)。 令

ck(G)(0 臆 k 臆 n) 表示 渍(G,姿) 系数的绝对值,则

摇 渍(G,姿) = 移
n

k = 0
( - 1) kck(G)姿 n-k .

熟知,c0(G) = 1, c1(G) = 2e(G), cn-1(G) = n子(G),
cn(G) = 0,其中 子(G) 是G的生成树的个数[1]。 如果

G 是一个树,则 cn-2(G) 和 cn-3(G) 分别等于 G 的维

纳指标和修改超维纳指标。 关于系统内指标,超维

纳指标和修改超维纳指标有关,结论见文献[2鄄5]。
令 G 和 H 是两个 n 点图。 如果对所有的 0 臆 k

臆 n,都有 ck(G) 臆 ck(H),则记为 G弁H。 如果 G弁
H 且存在某个 0 臆 k臆 n,使得 ck(G) 屹 ck(H),则记

为 G 刍 H。
令 S(G) 表示在 G 的每个边上插入一个新的 2

度点后得到的细分图,mk(G) 表示 G 恰好包含 k 个

边的匹配的个数。 对每个 n 点的无圈图 T,Zhou 和

Gutman[6] 已经证明

摇 ck(T) = mk(S(T)), 0 臆 k 臆 n. (1)
利用这个结论,Zhou和 Gutman[6] 证明了 Gutman和

Pavlovic
'
[7] 提出的一个猜想。
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定理1摇 令Pn 和 Sn 分别表示具有 n个顶点的路

和星,T是不同于Pn 和 Sn 的任意 n点树,则对所有的

k = 0,1,…,n,都有 ck(Sn) 臆 ck(T) 臆 ck(Pn)。
借助式(1),已经得到了一些递减所有拉普拉

斯系数的图的变换,并且也得到了很多关于树的拉

普拉斯系数的结论。 Mohar[8] 给出了两个树的变

换,并且利用这两个变换给出了定理 1 的一个新的

证明和加强。 Zhang 等[9] 回答了 Mohar[10] 提出的

用拉普拉斯系数定序树的一些问题,并且确定了偏

序 弁 下 n 点树的几个序。 Ilic' [11]刻画了偏序 弁 下

给定直径的 n点树的最小元。 Ilic' 等[12] 刻画了偏序

弁 下给定悬挂点数或 2 度点数的树的最小元,特别

是确定了 n 点树的第二个最小元和第二个最大元。
Ilic' [13]确定了偏序 弁 下给定匹配数的树的最小

元。 Lin 和 Yan[14] 刻画了偏序 弁 下给定二部划分

的树的最小元。
令 滋 n(G) 逸 滋 n-1(G) 逸…逸 滋2(G) 逸 滋1(G) =

0 是 L(G) 的所有特征值。 Liu 等[15] 定义 G 的

Laplacian鄄like 能量(简称为 LEL) 为 LEL(G) = 移
n

k = 2

滋 k(G) 。 已经证明 LEL(G) 与Gutman[16] 引进的分

子图的能量有类似特征,其中分子图 G 的能量等于

A(G) 所有特征值绝对值的和。 Stevanovic' [17]给出

了 Laplacian鄄like 能量和拉普拉斯系数之间的一个

关系,Ilic' 等[18] 给出了这个关系的一个校对证明。
定理2摇 令 G和H是两个 n点图。 如果 G弁H,

则 LEL(G) 臆 LEL(H);如果 G 刍 H,则 LEL(G) <
LEL(H)。

矩阵Q(G) = D(G) + A(G) 称为 G的无号拉普

拉斯矩阵。 熟知,Q(G) 有非负的特征值 淄 n(G) 逸
淄 n-1(G) 逸 … 逸 淄2(G) 逸 淄1(G) 逸 0。 Gutman
等[19鄄20] 引进了图 G 的关联能量 IE(G),定义 IE(G)

=移
n

k = 1
淄 k(G) 。 当G是一个二部图时,由于Q(G) 和

L(G) 有相同的谱,于是 IE(G) = LEL(G)。
树的拉普拉斯系数涉及到树的维纳指标、修改

超维纳指标、关联能量和 Laplacian鄄like 能量。

2摇 预备知识

对于图 G,令 滋(G) 表示 L(G) 的最大特征值,
dG(v) 表示 G的顶点 v在 G中的度。 G的1 度顶点称

为 G 的悬挂点,G 关联于悬挂点的边称为 G 的悬挂

边。 G的一个路 v0v1…vk 称为G在顶点 v0 处长为 k的
悬挂路,如果它满足

dG(v0) 逸 3, dG(v1) = dG(v2) = … = dG(vk-1) = 2,
dG(vk) = 1.

定义 1摇 令 w 是非平凡连通图 G 的一个顶点,
G(p,q) 表示分别在 w 处增加悬挂路 wv1v2…vp 和

wu1u2…uq 得到的图。 如果 p 逸 q 逸1,则从 G(p,q)
到 G(p + 1,q - 1) 的过程称为 G(p,q) 的一个 仔 变

换,而从 G(p + 1,q - 1) 到 G(p,q) 的过程称为 G(p
+ 1,q - 1) 的一个 仔 -1 变换。

引理 1[13] 摇 如果 p 逸 q 逸1,则 G(p,q) 弁 G(p
+ 1,q - 1)。

引理 2摇 如果 G 是一个二部图并且 p 逸 q 逸1,
则 G(p,q) 刍 G(p + 1,q - 1)。

证明 摇 既然 G是二部连通图,于是 滋(G(p,q))
> 滋(G(p + 1,q - 1)) [21],从而

渍(G(p,q),姿) 屹 渍(G(p + 1,q - 1),姿) .
这表明存在一个 k(2 臆 k 臆 n - 2),使得 ck(G(p,
q)) 屹 ck(G(p + 1,q - 1))。 故由引理 1 知结论成

立。
连通图 G中度大于 2 的顶点称为 G的分枝点,G

中顶点 u和 v之间最短路的长度称为 u和 v之间的距

离。 G 的顶点 v 的离心率等于从 v 到其他所有顶点

间距离的最大值。 G 中具有最小离心率的顶点称为

G 的中心。 树的中心是一个或两个邻接的顶点[2]。
定义 2摇 令 v 是树 T 的一个度为 m + 1 的顶点,

记 v的所有邻接点为 u,v1,v2,…,vm。 假设H1,H2,…,
Hm 是关联 v 的所有悬挂路,其中 Hi 的起点是 vi 并且

长度 ni 逸1 (i = 1,2,…,m)。 令T忆 = 啄(T,v) 是从T
中删除边 vv2,vv3,…,vvm,然后增加 m - 1 个新的边

uv2,uv3,…,uvm 后得到的树。 称 T忆是 T从 v到 u关于

H1 的一个 啄 变换,T是 T忆从 u到 v关于H1 的一个 啄 -1

变换。 显然,啄 变换保持树的悬挂点数不变。
引理 3[12] 摇 令 T 是根在它的一个中心的 n 点

树,v 是 T 中具有最大深度的一个分枝点,则对 啄 变

换树 T忆 = 啄(T,v),有 T忆 弁 T。
定义 3摇 令 vu1u2…us-1us 是树 T 的一个路,满

足:dT(v) 逸3, dT(u1) = dT(u2) = … = dT(us-1) = 2,
dT(us) 逸3。 除去 u1 外,假设 v的其他邻接点都在悬

挂路上并且假设 H = vv1v2…vt 就是一个在 v 处的悬

挂路。 令 T义是从 T中删除边 vu1,然后把 v和 u1 等同

得到的树。 令 T苁是在 T义中增加新的悬挂边 vtu忆1 后
得到的树。

一个具有唯一分枝点 v 的树称为关于根 v 的星

状树。 如果一个星状树关于根的所有悬挂路都有几

乎相等的长度,则称它是平衡星状树。 用 S(n,s) 表
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示有 n个顶点和 s个悬挂点的平衡星状树。 令D(n,
m,r) 表示在一个固定边 uv 的顶点 u 增加 m 个路

uui1ui2…uit( i = 1,2,…,m),而在顶点 v 增加 r 个路

vvj1vj2…vjt( j = 1,2,…,r) 后得到的 n 点树,其中 m +
r = s,并且 mr屹0。 容易发现,D(n,m,r) 有 n = st +
2 个点,s 个悬挂点和直径 2t + 1。 如果 d 是一个偶

数,则记 着 d = 0,否则记 着 d = 1。
引理 4摇 令 T 是根在它的一个中心的 n 点树,v

是 T 中具有最大深度的一个分枝点,则对 啄 变换树

T忆 = 啄(T,v),有 T忆 刍 T。
证明 摇 由 啄 变换的定义知, T 至少有两个分枝

点。 令 us 是 T 中与 v 距离最小的一个分枝点,
vu1u2…us 是 v和 us 之间的唯一路,则 T苁艿 T忆 = 啄(T,
v)。 既然 T义 是 T苁艿 T忆 的一个真子图,于是 滋(T忆)
> 滋(T义) [22]。 另一方面,滋(T义) > 滋(T) [23]。 因此,
滋(T忆) > 滋(T)。 这表明存在一个 k(2 臆 k 臆 n -
2),使得 ck(T忆) 屹 ck(T)。 于是由引理3得 T忆刍 T。

引理 5摇 令 T 是具有 n 顶点,s 个悬挂点和直径

d 的任意树,则 s(d - 着 d) 逸2(n - 1 - 着 d)。 等式成

立,当且仅当 d是一个偶数时,T艿 S( sd / 2 + 1,s);d
是一个奇数时,存在整数 m(1 臆 m臆 s - 1),使得 T
艿 D( s(d - 1) / 2 + 2,m,s - m)。

证明 摇 令 Pd+1 = u1u2…udud+1 是 T的一个最长

路,v1 = u1,v2,…,vs-1,vs = ud+1 是 T的所有悬挂点。
容易发现,T 的所有中心都在 Pd+1 上。

设 d = 2t。 此时,ut +1 是 T的唯一中心。 令Hi 是

T 中从 vi 到 ut +1 的唯一路,i = 1,2,…,s,则 V(T) =

{ut +1} (胰 胰
s

i = 1
V(Hi - ut +1 )) 。 由中心的定义知

V(Hi - ut +1) 臆 t。 因此,

n = 1 + 胰
s

i = 1
V(Hi - ut +1) 臆 1 +

移
s

i = 1
V(Hi - ut +1) 臆 1 + st. (2)

于是 sd 逸2(n - 1)。 由式(2) 知 sd = 2(n - 1),当
且仅当

V(Hi - ut +1) = t, 1 臆 i 臆 s,
V(Hi - ut +1) 疑 V(H j - ut +1) = 覫, 1 臆 i 屹 j 臆 s.
这些等价于 T 艿 S( sd / 2 + 1,s)。

设 d = 2t + 1。 此时,ut +1 和 ut +2 是 T 的两个中

心。 令T(ut +1) 和T(ut +2) 分别表示T - ut +1ut +2 中包

含 ut +1 和 ut +2 的两个分支。 不失一般性,假设 v1,v2,
…,vm 沂 V(T(ut +1)), vm+1,vm+2,…,vs 沂
V(T(ut +2))。 令 Hi 是 T(ut +1) 中从 vi 到 ut +1 的唯一

路( i = 1,2,…,m),Wi 是 T(ut +2) 中从 vm+i 到 ut +2 的

唯一路( i = 1,2,…,s - m),则 V(T) = {ut +1,ut +2}

(
胰

胰
m

i = 1
V(Hi - ut +1 )) (胰 胰

s-m

i = 1
V(Wi - ut +2 )) 。 由中心

的定义知

V(Hi - ut +1) 臆 t, 1 臆 i 臆 m;

V(Wi - ut +2) 臆 t, 1 臆 i 臆 s - m.
因此,

n = 2 + 胰
s

i = 1
V(Hi - ut +1) + 胰

s-m

i = 1
V(Wi - ut +2) 臆

2 +移
s

i = 1
V(Hi - ut +1) +移

s-m

i = 1
V(Wi - ut +2) 臆2 + st.

(3)
这就得到 s(d - 1) 逸 2(n - 2)。 由式(3) 知 s(d -
1) = 2(n - 2),当且仅当

V(Hi - ut +1) = t, 1 臆 i 臆 m,

V(Wi - ut +2) = t, 1 臆 i 臆 s - m,
V(Hi - ut +1) 疑 V(H j - ut +1) = 覫, 1 臆 i 屹 j 臆 m,
V(Wi - ut +2) 疑 V(W j - ut +2) = 覫, 1臆 i屹 j臆 s - m.
这些等价于 T 艿 D( s(d - 1) / 2 + 2,m,s - m)。

令 n,d,s 是满足 s(d - 着 d) 逸2(n - 1 - 着 d) 且

3 臆 s 臆 n - d + 1 的三个正整数。 设

n - d - 1 = p( s - 2) + q,摇 0 臆 q 臆 s - 3. (4)
令 Tn,d,s 表示在路 Pd+1 = 123…d(d + 1) 的顶点 r 上
分别增加 q个长为 p + 1 的悬挂路和 t个长为 p的悬

挂路得到的星状树(图1),其中 r = r(d)= d + 1
2

且 t + q = s - 2。

图 1摇 一个特殊星状树

Fig. 1摇 A special starlike tree

引理 6摇 如果 n,d,s是满足 s(d - 着 d) 逸2(n -
1 - 着 d) 且 3 臆 s 臆 n - d + 1 的正整数,则 Tn,d,s 具

有 n 个顶点,s 个悬挂点和直径 d。
证明 摇 由定义知,Tn,d,s 有 s 个悬挂点,并且它

的顶点数等于

d + 1 + (p + 1)q + pt = d + 1 + p(q + t) + q =
d + 1 + p( s - 2) + q = n.
从 s 逸3,式(4) 和 s(d - 着 d) 逸2(n - 1 - 着 d) 得到

p = n - d - 1 - q
s - 2 臆 1

s - [2
s(d - 着 d)

2 + 着 d -

]d - q =
d - 着 d

2 - q
s - 2 = r - 1 - q

s - 2.
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如果 q = 0,则 p臆 r - 1,即 p + 1 臆 r。 如果 q屹
0,则 p臆 r - 2,即 p + 2臆 r。 因此,Tn,d,s 的直径总是

d。

3摇 主要结论及其证明

定理 3摇 在所有具有 n 个顶点,s 个悬挂点和直

径 d的树中,Tn,d,s 是偏序关系弁下的唯一最小元。
证明 摇 由于路 Pn 和星 Sn 分别是有 2 个悬挂点

和 n - 1 个悬挂点的唯一树,于是下面假设 3 臆 s 臆
n - d + 1 臆 n - 2。 由引理 5 和引理 6 知,Tn,d,s 是具

有 n个顶点,s个悬挂点和直径 d的树。 令 T墀 Tn,d,s

是任意一个具有 n 个顶点,s 个悬挂点和直径 d 的

树,Pd+1 = 123…d(d + 1) 是 T的一个最长路,则 T的

中心都在 Pd+1 上。 选择一个中心作为 T 的根,用

兹(T) 表示 T的分枝点个数。 显然,兹(T) 逸1。 下面

只需证明 Tn,d,s 刍 T 即可。
情形 1摇 假设 兹(T) = 1。 此时,T 是一个星状

树。 保持 Pd+1 不变,通过应用 仔 -1 变换至少一次,T
能被变换成 Tn,d,s。 由引理 2 得到 Tn,d,s 刍 T。

情形2摇 假设 兹(T) 逸2。 再划分成两种情形。
情形 2郾 1摇 假设 T的所有分枝点都在 Pd+1 上。

选择一个与 T的根有最大距离的分枝点 v。 令 w是 v
在 Pd+1 上介于 v 和 T 的根之间的邻接点,H1 是 Pd+1

上关联于 v的悬挂路。 通过应用从 v到 w关于 H1 的

一个 啄 变换,T能变换成一个具有 n个顶点,s个悬挂

点和直径 d 的新的树 T1。 显然,兹(T1) 臆 兹(T)。 如

果 兹(T1) 逸2,则对 T1 重复上面过程,直到得到一个

树 Tr 为止,其中 兹(Tr) = 1。 于是得到有 n 个顶点,s
个悬挂点和直径 d 的树的序列 T,T1,T2,…,Tr( r 逸
1)。 因此,由情形 1 的结论和引理 4 得到 Tn,d,s 弁 Tr

刍 … 刍 T1 刍 T.
情形 2郾 2摇 假设 T 至少有一个分枝点不在 Pd+1

上。 令 v 是不在 Pd+1 上具有最大深度的一个分枝

点,P = vuu忆… 是从 v 到 T 的根的唯一路。 由 v 的假

设知,除去 u 外,v 的其他所有邻接点都在长度至少

是1 的悬挂路上。 令H1 是关联于 v的任意一个悬挂

路。 通过应用从 v到 u关于H1 的一个 啄 变换,T能变

换成一个有 n个顶点、s个悬挂点和直径 d的树 G1。
显然,兹(G1) 臆 兹(T)。 容易发现,u 是 G1 的一个分

枝点并且它的深度比 v在 T中的深度小。 如果 G1 仍

然存在分枝点不在 Pd+1 上,则对 G1 重复上面过程,
直到得到一个树 Gm 为止,其中 Gm 的分枝点都在

Pd+1 上。 于是得到有 n 个顶点,s 个悬挂点和直径 d
的树的序列 T,G1,G2,…,Gm(m 逸 1)。 由引理 4 知

Gm 刍 … 刍 G1 刍 T。 既然 Gm 满足情形 2郾 1 的条件,
于是由情形 2郾 1 的结论得 Tn,d,s 弁 Gm 刍 T。

推论 1摇 在所有具有 n 个顶点,s 个悬挂点和直

径 d的树中,Tn,d,s 是分别具有最小维纳指标、修改超

维纳指标和 LEL( = IE) 的唯一树。
推论 2[12] 摇 在所有具有 n 个顶点和 s 个悬挂点

的树中,S(n,s) 是偏序关系 弁 下的唯一最小元。
证明 摇 令 T 墀 S(n,s) 是任意一个具有 n 个顶

点和 s 个悬挂点的树,并且记 T 的直径为 d。 如果 T
墀 Tn,d,s,则由定理 3 得

摇 Tn,d,s 刍 T. (5)
如果 Tn,d,s 墀 S(n,s),则在 Tn,d,s 的最长悬挂路

和最短悬挂路之间反复应用 仔 -1 变换,直到所有悬

挂路的长度变成几乎相等为止。 最后得到的树为

S(n,s),于是由引理 2 知

摇 S(n,s) 刍 Tn,d,s . (6)
由式(5) 和(6), 推论得证。

推论 3[11] 在所有具有 n 个顶点和直径 d 的树

中,Tn,d,n-d+1 是偏序关系 弁 下的唯一最小元。
证明 摇 令 T墀 Tn,d,n-d+1 是任意一个具有 n个顶

点和直径为 d 的树,并且记 T 的悬挂点数为 s。 如果

T 墀 Tn,d,s,则由定理 3 得

摇 Tn,d,s 刍 T. (7)
令 Pd+1 是 Tn,d,s 的一个最长路。 如果 Tn,d,s 墀

Tn,d,n-d+1,则对不在 Pd+1 上的 Tn,d,s 的悬挂路反复应

用 仔 -1 变换,直到这些悬挂路都变成悬挂边为止。
最后得到的树为 Tn,d,n-d+1,于是由引理 2 知

摇 Tn,d,n-d+1 刍 Tn,d,s . (8)
由式(7) 和(8),推论得证。
引理 7摇 如果 2 臆 s 臆 n - 2,则 S(n,s + 1) 刍

S(n,s)。
证明 摇 如果 s = 2,则令 w 是 S(n,s) 的任意一

个中心;否则令 w 是 S(n,s) 的唯一分枝点。 假设 P
是一个端点为 w 而另一个端点是悬挂点的最长路,
记 P 的悬挂点为 v。 令 T = S(n,s) - v + wv,则 T 是

一个具有 n个顶点和 s + 1 个悬挂点的树。 由推论 2
和引理 2 得 S(n,s + 1) 弁 T 刍 S(n,s)。

令 As,t 表示在星图 St +1 的中心增加 s个长为2的

悬挂路得到的树。 对一个 n 点树 T,令 琢 和 琢忆 分别

表示 T 的独立数和匹配数。 熟知,琢 + 琢忆 = n。 注意

到 琢忆 臆 n / 2,于是 琢 逸 n / 2。
设 G = (V,E) 是一个简单图,B是 V胰 E的一个

子集。 如果 B的任两个元素既不邻接,也不关联,则
称 B为 G的一个全独立集。 元素个数最多的全独立
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集称为 G 的最大全独立集,并且最大全独立集的元

素数称为 G 的全独立数,记为 酌。
定理4摇 在所有具有n个顶点和全独立数为酌的

树中,An-酌 -1,2酌 -n+1 是偏序关系 弁 下的唯一最小元。
证明 摇 令T墀An-酌 -1,2酌 -n+1 是任意一个具有 n个

顶点和全独立数为 酌 的树。 记 T 的悬挂点数为 s。
既然 T 的所有悬挂点构成 T 的一个独立集并且 T 的

独立集一定是 T的全独立集,于是 s臆 琢 臆 酌。 注意

到 琢 逸 n / 2,于是 酌 逸 n / 2。 既然 S(n,酌) 的所有悬

挂路具有几乎相等的长度,于是由 酌 逸 n / 2 知 S(n,
酌) 的所有悬挂路的长度不超过 2。 令 x 和 y 分别是

S(n,酌) 中长为 2 和长为 1 的悬挂路的个数,则 2x +
1 + y = n,x + y = 酌。 容易发现 x = n - 酌 - 1,y = 2酌
- n + 1。 于是 S(n,酌) = An-酌 -1,2酌 -n+1。 因此,由 s 臆
酌,引理 7 和推论 2,有
ck(An-酌 -1,2酌 -n+1) = ck(S(n,酌)) 臆 ck(S(n,s)) 臆
ck(T), k = 0,1,2,…,n,
并且由 T 墀 An-酌 -1,2酌 -n+1 知,对某个 k(2 臆 k 臆 n -
2),上面至少一个不等式是严格的。 因此,定理得

证。
推论 4摇 在所有具有 n 个顶点和全独立数为 酌

的树中,An-酌 -1,2酌 -n+1 是分别具有最小维纳指标、修改

超维纳指标和 LEL( = IE) 的唯一树。
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