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一阶差分方程周期边值问题一个或多个
正解的存在性

许晓婕, 费祥历

(中国石油大学 数学与计算科学学院,山东 东营 257061)

摘要:用一类锥不动点定理首先给出一阶差分周期边值问题的存在性原则,并应用此原则论证了该问题一个或多个

正解的存在性,最后通过例证对该问题加以说明。
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Existence of single and multiple solutions for first order
discrete periodic boundary value problems

XU Xiao鄄jie, FEI Xiang鄄li

(College of Mathematics and Computational Science in China University of Petroleum, Dongying 257061, China)

Abstract: The existence principle of single and multiple positive solutions for the first order discrete periodic boundary value
problems was studied by employing a fixed point theorem in cones. Based on this principle, the existence of single and multi鄄
ple positive solutions for the problems was given. Some new results about nonlinear difference equations on a finite discrete
segment with periodic boundary conditions were demonstrated.
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1摇 问题的提出

本文主要研究一阶差分周期边值问题

驻y(n)+a(n)y(n)= f(n,y(n)),n沂[1,N],
y(1)= y(N+1{ )

(1)

一个或多个正解的存在性,其中{y(n)} N+1
n=1是想得到

的一个解。 通常 驻 表示向前差分,定义如下:
摇 驻y(n)= y(n+1)-y(n),

并且整数 a臆b,[a,b]表示离散区间{ a,a+1,…,
b}。

常微分方程的初值和周期边值问题已被广泛地

研究[1鄄4],研究者主要是用上下解方法得出解的存在

性结果。 最近, 关于一阶微分方程初值问题又有了

些新的结论[4鄄7]。 但是,关于一阶差分周期边值问题

却很少有人研究。 笔者应用锥不动点定理[8]给出一

些新的条件, 确保问题(1)解的存在性。 类似于文

献[9,10]的方法,证明一阶差分周期边值问题正解

的存在性。

2摇 引理及定理

考虑线性周期问题

驻y(n) + a(n)y(n) = 0,n 沂 [1,N],
y(1) = y(N + 1){ .

(2)

贯穿全文, 假设问题(2) 只有平凡解。 显然非其次

问题

驻y(n) + a(n)y(n) = h(n),n 沂 [1,N],
y(1) = y(N + 1{ )

(3)

只有一个唯一解{y(n)} N+1
n = 1,即

y(n) = 移
N

s = 1
G(n,s)h( s),n 沂 [1,N + 1],

其中
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注 1摇 为了讨论问题方便, 对任意的 n 沂 [1,

N], 定义符号仪 n-1

i = n
[1 - a( i)] = 1。 从解的表达

式中很容易看出:
引理1摇 如果 当 n沂[1,N] 时,0 < a(n) < 1,

则对任意的(n,s) 沂 [1,N] 伊 [1,N],G(n,s) >
0。

为了方便,本文中令

M = max
1臆n,s臆N

G(n,s), N = min
1臆n,s臆N

G(n,s) .

下面给出锥不动点定理[2]。
定理 1摇 X = (X,椰·椰) 是一个 Banach 空间,

K 是 X 中的一个锥,并且两个常数 r 和 R 满足 0 < r
< R。 假设 椎:軍抓R 疑 K 寅 K(这里 赘R = {x 沂 X,
椰x椰 < R}) 是一个全连续映射,如果

(i) 当姿沂[0,1] 且 x沂K疑鄣赘r 时,x屹姿椎x,
(ii) 当 x 沂 K 疑 鄣赘R 且 啄 > 0 时, 存在 鬃 沂

K \{0} 使得 x 屹 椎x + 啄鬃,
则椎在 K疑{x沂 X:r < 椰x椰 < R} 中有一个不动

点。
注 2摇 在定理 1 中,如果 (i) 和(ii) 用下面两

个条件替换:
(i)*当 姿 沂 [0,1] 且 x 沂 K 疑 鄣赘R 时,x 屹

姿椎x,
(ii)* 当 x 沂 K 疑 鄣赘r 且 啄 > 0 时, 存在 鬃 沂

K \{0} 使得 x 屹 椎x + 啄鬃,
则椎在 K疑{x沂 X:r < 椰x椰 < R} 中有一个不动

点。

3摇 主要结果

考虑如下周期边值问题:
驻y(n) = f(n,y(n)),n 沂 [1,N],
y(1) = y(N + 1){ .

(4)

函数 f(n,孜) 满足 f:[1,N] 伊 R 寅 R 关于 孜 连

续。
注 3摇 称映射 f:[1,N] 伊 R 寅 R 连续是指从拓

扑空间[1,N] 伊 R到拓扑空间 R上的连续。 全文中

拓扑空间[1,N] 指的是离散拓扑。
定理 2摇 假设存在 a(n) 沂 (0,1) 和 0 < r < R

使得

f(n,y(n)) + a(n)y(n) 逸 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]R ,n 沂

[1,N] .
如果下面两个条件之一成立:

(i) f(n,y(n)) 逸 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]r ,n 沂 [1,

N],

f(n,y(n)) 臆 0,坌y 沂 m
MR,[ ]R ,n 沂 [1,N],

(ii) f(n,y(n)) 臆 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]r ,n 沂 [1,

N],

f(n,y(n)) 逸 0,坌y 沂 m
MR,[ ]R ,n 沂 [1,N],

则问题(4) 至少有一个正解。
证明 摇 由于 M > m > 0, 改写方程如下:

驻y(n) + a(n)y(n) = f(n,y(n)) + a(n)y(n) .
考虑 N鄄 维 Banach 空间,
B = {y:[1,N + 1] 寅 R | y(1) = y(N + 1)},

赋予范数

椰y椰 = max | y(n) | ,n 沂 [1,N] .
令

K = y 沂 B | min
n沂[1,N]

y(n) 逸 m
M椰y{ }椰 , (5)

易证 K 是 B 中的一个锥。
当 y 沂 B 时,定义映射 椎

(椎y)(n) = 移
N

s = 1
G(n,s)[ f( s,y( s)) + a( s)y( s)] .

(6)
显然, 椎 是 B 上一个全连续映射 (详见参考文献

[11])。 下面证明 椎(K) 奂 K。
事实上,对任意的 y 沂 K 有

椰椎y椰 臆 M移
N

s = 1
[ f( s,x( s)) + a( s)x( s)],

且

(椎y)(n) 逸 m移
N

s = 1
[ f( s,x( s)) + a( s)x( s)],

所以有

(椎y)(n) 逸 m
M椰椎y椰,椎y 沂 K.

因此,椎(K) 奂 K。
首先假设条件(i) 成立,证明问题(4) 至少有一

个解。
由第一个不等式可得

f(n,y(n)) + a(n)y(n) 逸 a(n)y(n),
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坌y 沂 m
Mr,[ ]R ,n 沂 [1,N] .

令 鬃 以1,则 鬃 沂 K。 下面证明

对 坌y 沂 K 疑 鄣赘r 和 啄 > 0, y 屹 椎y + 啄鬃.
(7)

假设式(7) 不成立, 则存在 y0 沂K疑鄣赘r和 啄 > 0 使

得

摇 y0 = 椎y0 + 啄0鬃.
注意到 y(n) 以1 是边值问题(3) 当 h(n) = a(n) 时

的唯一解, 则移
N

s = 1
G(n,s)a( s) = 1。

因为 y0 沂 K 疑 鄣赘r, 则 y0(n) 逸 m
M椰y0椰 =

m
M椰y0椰 = m

Mr。 令滋 = min
s沂[1,N]

y0( s), 则对任意的 n沂

[1,N], 有

y0(n) = (椎y0)(n) + 啄0 =移
N

s = 1
G(n,s)[ f( s,y0( s)) +

a( s)y0( s)] + 啄0 逸 移
N

s = 1
G(n,s)a( s)y0( s) + 啄0 逸

滋移
N

s = 1
G(n,s)a( s) + 啄0 = 滋 + 啄0 .

这表明 滋 逸 滋 + 啄0,矛盾。 因此式(7) 成立。
另一方面, 由第二个不等式可得

f(n,y(n)) + a(n)y(n) 臆 a(n)y(n),

坌y 沂 m
MR,[ ]R ,n 沂 [1,N] .

则可证

对任意的 y 沂 K 疑 鄣赘R 和 0 臆 姿 臆1,y 屹 姿椎y.
(8)

如果式(8) 不成立, 则存在 y0 沂 K疑鄣赘R 和 0 臆 姿0

臆1, 使得

摇 y0 = 姿0椎y0 .
显然, 姿0 > 0,椰y0椰 = R。 如果姿0 = 1, 则 y0 =椎y0,
y0 就是边值问题(4) 的一个解, 所以只须考虑 姿0 <
1。 因此对任意的 n 沂 [1,N], 有

(椎y0)(n) = 姿0移
N

s = 1
G(n,s)[ f( s,y0( s)) +

a( s)y0( s)] < 移
N

s = 1
G(n,s)a( s)y0( s) 臆

移
N

s = 1
G(n,s)a( s) max

n沂[1,N]
y0(n) = R.

因此, 椰y0椰 = R < R,矛盾。
式(7) 和 (8) 表明注 1 成立, 则椎有一个不动

点 y 沂 K 疑 (軍抓R \赘r)。 显然, 这个不动点就是问题

(4) 的一个正解,且满足 r 臆 椰y椰 臆 R。
应用类似的方法可以证明当条件(ii) 成立时,

由定理 1 也可以得出相应的结论。
由定理 2 可以直接得出下面的几个结论。
定理 3摇 假设存在 a(n) 沂 (0,1) 和 0 < r < p

< R 使得

f(n,y(n)) + a(n)y(n) 逸 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]R ,n 沂

[1,N] .
如果下面两个条件之一成立:

(i) f(n,y(n)) 逸 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]r ,n 沂 [1,

N],

f(n,y(n)) < 0,坌y 沂 m
Mp,[ ]p ,n 沂 [1,N],

f(n,y(n)) 逸 0,坌y 沂 m
MR,[ ]R ,n 沂 [1,N],

(ii) f(n,y(n)) 臆 0,坌y 沂 m
Mr,[ ]r ,n 沂 [1,

N],

f(n,y(n)) > 0,坌y 沂 m
Mp,[ ]p ,n 沂 [1,N],

f(n,y(n)) 臆 0,坌y 沂 m
MR,[ ]R ,n 沂 [1,N],

则问题(4) 至少存在两个正解 y1,y2满足 r臆椰y1椰
< p < 椰y2椰 臆 R.

证明 摇 只证明条件(i) 成立的情况,条件(ii)
成立的情况类似可得。 完全类似定理 2 的证明, 有

对 坌y 沂 K 疑 鄣赘r 和 啄 > 0, y 屹 椎y + 啄鬃, (9)
对 坌y 沂 K 疑 鄣赘R 和 啄 > 0, y 屹 椎y + 啄鬃, (10)
对 坌y 沂 K 疑 鄣赘p 和 0 臆 姿 臆1, y 屹 姿椎y, (11)
因此由定理 1 和注 1 可分别求得方程至少存在两个

正解 y1,y2,并且由式(11) 易知 r 臆 椰y1椰 < p <
椰y2椰 臆 R。

定理 4摇 假设存在 a(n) 沂 (0,1) 和 0 < a1 <
b1 < a2 < b2 < … < an < bn 使得

f(n,y(n)) + a(n)y(n) 逸0,坌y沂 m
Ma1,b[ ]n ,n沂

[1,N] .
如果下面两个条件之一成立:

(i) f(n,y(n)) 逸0,坌y沂 m
Mai,a[ ]i ,n沂[1,

N],1 臆 i 臆 n,

f(n,y(n)) 臆0,坌y 沂 m
Mbi,b[ ]i ,n沂 [1,N],

1 臆 i 臆 n,
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(ii) f(n,y(n)) 臆0,坌y沂 m
Mai,a[ ]i ,n沂[1,

N],1 臆 i 臆 n,

f(n,y(n)) 逸0,坌y 沂 m
Mbi,b[ ]i ,n沂 [1,N],

1 臆 i 臆 n,
则问题(4) 至少存在 n重正解 yi(1 臆 i臆 n) 满足 ai

臆 椰yi椰 臆 bi,1 臆 i 臆 n.
注 4摇 在定理 4 中, 如果条件 (i) 和 (ii) 替换

成下面两个条件:

(i)* f(n,y(n)) > 0,坌y 沂 m
Mai,a[ ]i ,n 沂

[1,N],1 臆 i 臆 n,

f(n,y(n)) < 0,坌y沂 m
Mbi,b[ ]i ,n沂[1,N],

1 臆 i 臆 n,

(ii)* f(n,y(n)) < 0,坌y 沂 m
Mai,a[ ]i ,n 沂

[1,N],1 臆 i 臆 n,

f(n,y(n)) > 0,坌y沂 m
Mbi,b[ ]i ,n沂[1,N],

1 臆 i 臆 n,
则方程(4) 至少存在 2n - 1 重正解。

4摇 应 摇 用

假设函数 f(n,孜) 满足 f:[1,N] 伊 [0, + 肄) 寅
[0, + 肄) 关于 孜 连续。 需要说明的是在求解周期

边值问题正解的存在性时并不需要知道 m, M 的确

切数值。
考虑周期边值问题

驻y(n) + a(n)y(n) = f(n,y(n)),n 沂 [1,N],
y(1) = y(N + 1){ .

(12)
其中 0 < a(n) < 1。

为了叙述方便,引入下面的符号:

f0 = min
n沂[1,N]

liminf
孜寅0 +

f(n,孜)
a(n)孜 ,f

0 = max
n沂[1,N]

limsup
孜寅0 +

f(n,孜)
a(n)孜 ,

f肄 = min
n沂[1,N]

liminf
孜寅+肄

f(n,孜)
a(n)孜 ,f

肄 = max
n沂[1,N]

limsup
孜寅0 +

f(n,孜)
a(n)孜 .

本节还需假设下面一些条件成立:
(H1) f0 > 1,f肄 > 1;
(H2) f0 < 1,f肄 < 1;

(H3) 存在一个 p > 0,只要m
Mp 臆 孜 臆 p, 就有

对任意的 n 沂 [1,N],f(n,孜) < a(n)p;

(H4) 存在一个 p > 0,只要m
Mp 臆 孜 臆 p, 就有

对任意的 n 沂 [1,N],f(n,孜) > a(n)孜。

注 5摇 存在一个 p > 0,只要m
Mp臆 孜 臆 p, 就有

对任意的 n 沂 [1,N],f(n,孜) < a(n)孜, (H3) 成

立。

注 6摇 存在一个 p > 0,只要m
Mp臆 孜 臆 p, 就有

对任意的 n 沂 [1,N],f(n,孜) > a(n)p, (H4) 成

立。
定理 5摇 假设(H1) 和(H3) 成立, 则边值问题

(12) 至少有两个正解 y1 = {y1(n)} N+1
n = 1 和 y2 =

{y2(n)} N+1
n = 1使得0 < 椰y1椰 < p < 椰y2椰 且对任意

的 n 沂 [1,N],0 < y1(n) < p < y2(n)。
证明 摇 分别取 r充分小和R充分大,则由定理3

直接可得定理 5。 特别地,有下面的结论:
推论 1摇 由下面的条件

(H1
*) f0 = 肄,f肄 = 肄

替换(H1), 定理 5 的结论仍然成立。
定理 6摇 假设(H2) 和(H4) 成立, 则边值问题

(12) 至少存在两个解 y1 = {y1(n)} N+1
n = 1 和 y2 =

{y2(n)} N+1
n = 1使得0 < 椰y1椰 < p < 椰y2椰 且对任意

的 n 沂 [1,N],0 < y1(n) < p < y2(n)。
证明 摇 分别取 r充分小和R充分大,则由定理3

直接可得定理 6。
推论 2摇 由下面的条件:
(H2

*) f0 = 0,f肄 = 0
替换(H2), 定理 6 的结论仍然成立。

定理 7摇 如果下面两个条件:
(1) f0 > 1 且 f肄 < 1,
(2) f0 < 1 且 f肄 > 1

有一个成立,则边值问题(12) 至少有一个正解。
证明 摇 由定理 5 和定理 6 类似证明可得。
推论 3摇 如果下面两个条件:
(1*) f0 =肄 且 f肄 = 0(次线形) 和(2*) f0 = 0且

f肄 = 肄(超线性) 有一个成立,则边值问题(12) 至

少有一个正解。
例 1摇 如果 a(n) 沂 (0,1),0 < 琢,茁 > 1,或者

琢,茁 > 1,则边值问题

驻y(n) + a(n)y(n) = y琢(n) + y茁(n),
y(1) = y(N + 1) (13)

至少有一个正解。
证明 摇 非线性项 f(n,y(n)) = y琢(n) + y茁(n),

·281· 中国石油大学学报(自然科学版) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 2011 年 2 月



如果 a(n) 沂 (0,1),0 < 琢,茁 > 1, 则 f0 = 肄, f肄 =
0; 如果 琢,茁 > 1,则 f0 = 0, f肄 = 肄。 无论哪种情

况, 由推论 3 边值问题(13) 至少有一个正解。
例 2摇 假设方程

驻y(n) + a(n)y(n) = 啄(n)[y琢(n) + y茁(n)],y(1) =
y(N + 1), (14)
其中 a(n) 沂 (0,1),0 < 琢 < 1 < 茁,啄(n) > 0,则
方程(14) 至少有两个正解,如果

max
n沂[1,N]

啄(n)
a(n) < sup

孜沂(0,+肄)

孜
孜琢 + 孜 茁 .

证明 摇 为了证明此结论,应用推论3,非线性项

f(n,y(n)) = 啄(n)[y琢(n) + y茁(n)],显然

摇 f0 = 肄,f肄 = 肄 .
因此 (H1

*) 成立。 令

摇 T(孜): = 孜
孜琢 + 孜 茁,孜 > 0,

则 T(0 +) = T(肄 ) = 0 且

T(p1) = sup
孜沂(0,+肄)

T(孜),p1 = 1 - 琢
茁 -( )1

1
茁 -琢

.

因此,当 孜 沂 m
Mp1,p[ ]1 时,有

f(n,孜) 臆 啄(n)(p琢
1 + p茁

1) 臆 a(n)(p琢
1 + p茁

1) max
n沂[1,N]

啄(n)
a(n) 臆 a(n)(p琢

1 + p茁
1)T(p1) = a(n)p1 .

这说明(H3) 成立。
因此推论1的条件均满足, 所以方程(14) 至少

有两个正解。
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