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关于树的第二个最大特征值

谭尚旺，姜静静

(中国石油大学数学与计算科学学院，山东东营257061)

摘要：令r(rt,i)表示顶点数为几且匹配数为i的所有树的集合，研究了T(4n一1，2n—1)中哪些树的第二个最大特征

厂丁——————————————————一
值等于．／÷[n+1+／(n+1)2一s 3。的一个猜想。此外，还进一步得到了T(4n一1，2n一1)中树的第二个最大特征

Y 二

值的3个新的上界，并且确定了达到上界的所有的树。
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On the second largest eigenvalue of trees

TAN Shang—wang，JIANG Jing-jing

(College of Mathematics and Computational Science in China Unive瑙ity of Petroleum，

Dongying 257061，China)

Abstract：A conjecture about whose secofld largest eigenvalue of trees in T(4n一1，2n一1)be equal to

√÷[n+1+／石了F-玎]is made，where 71(n，i)represents the set of all trees with Vertex number n and matching
number i．Moreover．three new upper bounds of the second largest eigenvalue of trees in T(4n一1，2n一1)were obtained，

and all trees corresponding the upper bounds were
determined．
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1 问题的提出

设G是具有n个顶点的无向简单图。记G的

邻接矩阵为A(G)，称A(G)的特征多项式det(AE

—A(G))为G的特征多项式，记为西(G，A)。既然

A(G)是一个实对称矩阵，于是它的特征值都是实

数，不妨设它们按照不降的次序排列为

A1(G)≥A2(G)≥⋯≥A。(G)，

称A。(G)是G的第k个最大特征值，称A，(G)为G

的谱半径。

G的两个不同边在G中称为独立的，如果它们

在G中不邻接。G的一个两两独立的边集合称为G

的一个匹配，边数最多的匹配称为G的最大匹配并

且一个最大匹配的边数称为G的匹配数。令M是

G的一个最大匹配，如果G的顶点”与M中的一个

边关联，则称口被M饱和；如果G的每个顶点都被

朋饱和，则称M是G的一个完美匹配。

二部图的特征值在量子化学理论中有其物理意

义¨]。Cvetkovib D M曾经指出了图渚理论的几个

进一步研究的方向，其中之一就是对图进行分类和

定序(classifying and ordering graphs)旧1。既然树足

特殊的二部图并且它在图论中起着重要的作用，于

是研究树的图论性质与它的特征值之间的关系是有

意义和必要的。

令r(n，i)表示顶点数为n且匹配数为i的所有

树的集合。长期以来，许多学者一直利用树的谱半

径对树定序口引。但是，如何利用树的其他特征值对

树进行定序的研究较少。特别是利用树的第二个最
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大特征值对T(17,，i)中的树进行定序取得的结论更

少，目前只有当17,=2i，2i+1，2i+2时有几个结论

被得到一。1|。

文献[11]中证明了下述结沦：对T∈T(4n一1，

2几一1)，都有

厂广————————=二二—————一
A2(丁)≤√÷[n+1+~／(n+1)2—8]，

并且该上界是可达的。文献[11]中猜想：在T(4n

一1．2n一1)中，只有4个树的第二个最大特征值能

够达到该上界。本文中证明该猜想的正确性，并且

对T∈T(4n一1，2n一1)，给出A：(r)的3个新的上

界并确定达到上界的所有树。贯穿全文，令0(G)表

示图G的顶点数，i(G)表示G的匹配数，G兰Ⅳ表示

图G和H同构。特别记

氏，=√寺(n一“-i)，k，=√÷(n+肝)．
引理l。¨令秽“是树丁的一个边，则西(T，A)

=西(T一秽“，A)一西(T一口一“，A)。

文献[5．7]中研究了T(n，i)中树的谱半径，综

合这3个文献的结论有下面的引理。

引理2令T“J∈T(rt，i)是图1所示的树(i≥

6√=l，2，⋯，6)。

(1)如果n=2i，则在T(n，i)中，曩。和砭i依
次具有谱半径的第一大值和第二大值。

(2)如果n=2i+1，则在r(n，i)中，叫i，砭i，

一i，瓦：i，暖i和露i依次具有谱半径的第一大值
到第六大值。

(3)女口果n≥2i+2，贝0在丁(n，i)中，L：i，Z：i，

砭i，曩i和呓。依次具有谱半径的第一大值到第五
大值。其中Al(瓦：i)=占川“4(。划+1)，A。(。2)，

A。(T¨3)和A。(呓i)依次是下列方程的最大正根：
(A2—2)[A4一(n—i)A2+(凡一2i—1)]一2=0．

(A4—3A2+1)[A4一(Tt—i)A2+(n一2i+1)]一A4

=0．

(A4—3A2+1)[A4一(n—i)A2+(n一2i+1)]一A2
=0．

熨熨慰U嬉姆
n一2i+1 n一2i n一2l+1 TI,一2i

赋。 吃 礁 磋。 露。

图1谱半径最大的前六个树

Fig．1 The first six trees with the largest spectral radius

引理3。121 令r是顶点数为n的树，则对正整 =0的最大正根，其中

数后f 1≤后≤孚)，存在T的一个顶点口，使T一秽存在
一个顶点数不超过max{n—l一忌，矗}的分支，而r一

口的其他分支的顶点数都不超过后。

引理4。¨ 令G是顶点数为t／,的无向图，∥是

G的一个七点子集，G一∥表示从G中删去V’中的所

有顶点以及与y7中的点关联的所有边后得到的G

的子图，则

A，(G)≥Af(G—y’)≥A卜＆(G)√=l，2，⋯，／／,一后．

2主要结论及证明

弓I理5令占。=一(2n+7)+2~／n2+8n+8，

则当／／,t>9时，有

A-(咒：，川)<6⋯，ll+∥A。(咒：．。)<6 n+l，lI+∥jL，

(嘭-l，川)<6川，1h。．
证明 由引理2知，A，(呓．。一。)是方程砂(A)

n一2l+1

凭。

沙(A)=(A4—3A2+1)[A4一(n+1)A 2+3]一A 2．

由于

砂(o)=3>o，砂(岛．。)=一卢；．。<o，

砂(1)=n一4>0，砂(艿。+1．12)=一6：+1．12<o，Ic，(6。+，，，，+。。)：：!．!!：：j!!!—!—学。2+，，，，+。。+
盘≯>L12丛2一b2 o，一’，一一一1，●-16

’ ‘。

于是吵(A)=0的4个正根分别位于区间(0，p，．。)，

(芦3”1)，(1，6。+1．12)和(6。+1．12，6。“11‰)内。因

此，A。(疋：。川)<6川，¨+。。。

由引理2知，A，(呓．。)是方程9(A)=o的最大

正根，其中

妒(A)=(A4—3A2+1)(A4一nA2+1)一A4．

由于

驴(o)=1>o，9(卢3．4)=一鹾．。<o，
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9(1)=n一3>o，妒(63．4)=一6；．4<o，

妒(6。+1’Il+。。)=砂(艿。+¨。+％)+(6：+1，l。+％

(髭+|’¨+‰一56：+1，¨+。。+2)>o，

一1)

于是妒(A)=0的4个正根分别位于区间(0，／3，．。)，

(卢3．4，1)，(1，6，，。)和(占3．4，6川．⋯。。)内。因此，A。

(呓。。)<艿川’1I饥。

由引理2知，A。(吃一。．n-1)是方程∞(A)=0的
最大正根，其中

∞(A)=A2(A2—2)(A2一n)一2．

由于

∞(o)=一2<o，∞(1)=凡一3>o，(D(√三)=一2<o，

峨¨⋯∥掣(掣一2)(半寸2地
于是方程埘(／／)=0的3个正根分别位于区间(0，

1)，(1，厄)和(厄，

(吃-l川)<6川．。。+gn 0

6川，。⋯。)内。因此，A。

令形(J=1，2，⋯，20)足图2中所示的树，记

￡=A(A2—1)2“～，o(s，￡)=A4一sA 2+t．

％

ws

n一2 n一1

恻”--2 n--I四想四恻fl-2
n--3

Wjg

圈2 T(4n一1，2n一1)中的20个树

Fig．2 Twenty trees of T(4n一1，2n一1)

由引理1，容易得到 A20(2，1)]．

咖(职，A)=彘[(A2—1)p(几十1，2)p(凡+1，1)一 咖(形，3，A)=亭5[口(凡+1，2)臼(n+1，1)一

0(n+1，3)0(n,0)]． Az0(n．2)1．

咖(职，A)=f，[p(2，1)p(n+1，2)8(n+1，1)一 咖(阢。，A)=毛[p(凡+1，2)9(n+1，1)一

A20(凡+1，3)0(n，1)]． (A2一n)0(n，1)]．

咖(％，A)=色[口(n+1，2)p(n+1，1)一A2D(n+1， 咖(形15，A)=f，[p(凡+1，2)口(n+1，1)一
3)]· a20(n+1，n)]．

‘jb(职，A)=靠[(A2—1)伊(n+1，2)O(n+1，1)一 咖(阢。，A)：亭。[(A2—1)口(n+1，2)秽(凡+1，1)一

矿(n，1)]．0(n，2)0(几，0)]．

咖(w，9，A)=孝5[0(n+1，2)秽(n+1，1)一 咖(形，，，A)=亭。{p(n+1，1)[A 2p(儿+l，2)一

A20(17,，1)]．0(11,，2)]一0(rt，1)0(n+1，0)一0(1，0)}．

咖(Wlo，／1)=孝7[0(2，1)0(rt+1，2)0(n+1，1)一 咖(形】。，A)=亭，{0(3，1)[0(凡+1，1)0(rt，3)一

A 20(17,，2)0(n，1)]．0(凡，1)]一0(1，0)[／lz0(n+1，2)一0(1l,，1)]}．

咖(形。。，A)=孝，[0(rt+1，2)0(凡+1，1)一 咖(形。。，A)=磊{(A2—1)[0(11．+1，1)0(n+1，2)一

(A2—1)0(凡，1)]． A2]一0(rt+1，1)0(17,，2)+0(rt，1)}．

咖(W。2，A)=亭5[0(n+1，2)0(11．+1，1)一 咖(w，20，A)=f，{0(n+1，2)[0(2，0)0(rt，2)一
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A20(2，1)]一(A2—1)0(儿，1)0(n,2)}．

引理6如果n>t8，则

(1)A2(肜)=6川”歹=l，2，3，4。

(2)8n+I，1l‰<A2(％)<A2(职)<A2(耽)<

6川∞其中A：(w5)，A：(职)和A：(％)依次是下面

方程的第二大正根：

(A2—1)0(凡+l，2)0(凡+l，1)一0(n+l，3)0(n，0)

=0．

0(2，1)0(n+1，2)0(厅+l，1)一A20(n+1，3)0(n，

1)=0．

0(／1,+l，2)0(凡+1，1)一A 20(n+1，3)=0．

(3)A2(形)<艿训川‰，_『=8，9，⋯，20．

证明 (1)对J=1，2，3，4，容易发现

A。(形一秽)=A：(％一口)=A。(疋：一。，。一。)=艿。+l，8，

并且由引理4知，

A，(眵一∥)≥A：(形)≥A2(肜一口)．

因此，A：(形)=6川．80

(2)令亭f1咖(％，A)=八A)，／z=6川Ⅲ‰，则

A：(％)是八A)的第二大正根。由于

八0)=2>o，以卢。“8)=一麟“8<0，川=学一事2=
堕丛型丑坐}尘生堕盟>o，

八6川，lo)=一一1 zo川2，lo一3)<o，八+∞)>0，

于是f(A)的4个正根分别位于区间(0，卢。“。)，

(卢。+。．。，p)，(p，6。+l'Io)，(占。+¨o，+∞)内，即

6n+1．1l‰=肛<A2(％)<6凡+1t10． (1)

类似于再1咖(职，A)的讨论，容易发现￡1咖(畎，

A)的5个正根分别位于下列5个区间：

(0，卢训．8)，(卢川”1)，(1，6川’10)，(6川．10，

6。+1．8)，(6。+1．8，+∞)．

而打1咖(职，A)的6个正根分别位于下列6个区

间：

(0，卢。+1．4)，(卢。+l，4，JB。+I．12)，(卢。+l，12，1)，(1，

6。+1．10)，(艿。+l，Io，6。+1．8)，(6。+l，8，+∞)．

因此，对J=5，6，有

6。“10<A2(形)<6。+l’8，咖(彤，6。+1'10)>0，咖(形，

6。+l‘8)<0．

由咖(职，A)和咖(职，A)得

咖(耽，A)一咖(w，6，A)=A 3(A2一1)2n-7[A4一(n+

1)A2+3][A2一(n一1)]．

于是对6。+1．10<A<艿川．8，都有咖(职，A)>咖(耽，

A)。因此，由上面的讨论得

占训,10<A2(眠)<A2(职)<6川．8． (2)

由式(1)和式(2)知，6川．1l‰<A2(％)<A：(耽)

<A2(畎)<6n+1．80

(3)类似于孝f1咖(职，A)的讨论，对_『=9，12，

13，15，容易发现菇1币(形，A)的4个正根分别位于

下列4个区间：

(0，卢。+。．。)，(卢。+I．4，1)，(1，6。+l，12)，(6。+1，12，+
∞1．

对J=11，14，容易发现ffl咖(形，A)的4个正根分

别位于下列4个区间：

(0，卢。+l，8)，(卢。+1。8，√n)，(√n，6。+l。。2)，(6。+l，12，+
∞1．

对J=8，16，17，19，容易发现嚣1咖(形，A)的5个

正根分别位于下列5个区间：

(0，凤．。)，(p。，。，1)，(1，艿。．。)，(艿。．。，占。+I，-：)，

(6。“12'+∞)．

对_『=10，18，20，容易发现手f1咖(形，A)的6个正

根分别位于下列6个区间：

(0，卢。．。)，(JB。．。，p。+I．I：)·，(JB。+。，。：，1)，(1，6。，。)，

(6。．4，6。+1．12)，(6。+l，12，+∞)．‘

由上面的讨论，对J=8，9，⋯，20，都有A：(形)<

6。+1，II+s。。

引理7令丁是一个树，O(r)≤2凡一2并且r

至多有两个顶点不被它的某个最大匹配肘饱和。

如果凡≥6，贝0 A1(r)<6。+．。。1+。。。

证明如果O(T)是奇数，记O(T)=2s一1，则s

≤n一1且i(丁)=s一1。由弓l理2得

Al(T)≤Al(L：n，j(力)=6，+l，8≤6。．8<6。+l，Jl+。。．
如果O(T)是偶数，记O(T)=2s，则s≤n一1且i(r)

=s，s—l。由引理2得

Al(T)≤A1(L：r)。i(r))=6厶一i(r)+1．4(厶一2i(r)+1)≤

6，+2．12≤6。+l，12<艿n+l，11+P。．

定理l不仅证明了文献[11]中提出的猜想是

正确的，而且也给出了A：(丁)的3个新的上界。，

定理1令凡≥9，^={职J=1，2，⋯，J|}}并且

T∈T(4n一1，2n一1)。

(1)A2(T)≤6川"并且等式成立，当且仅当r

∈以。

(2)如果丁岳厶，则A：(T)≤A：(职)，并且等式

成立，当且仅当r兰耽。

(3)如果r簪以，则A：(T)≤A：(耽)，并且等式

成立，当且仅当丁兰睨。
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(4)如果丁譬16，则A：(T)≤A：(％)，并且等式

成立，当且仅当r冬％。

证明 假设T圣L，由引理6，只需要证明下

式：

A 2(T)≤艿川’11偏． (3)

在引理3中取k=2n—l，则存在一个顶点秽E V(T)，

使得丁一秽的每个分支，记为r(，=1，2，⋯，Z)，都

有0(t)≤2n—l。由引理4得

A2(r)≤A。(T一秽)=max{AI(T1)，A1(咒)，⋯，A．

(疋){． (4)

如果乃有完美匹配，记o(乃)=2sj，则i(乃)=々≤n
—l。由引理2得

Al(乃)≤A1(瓦：功，f(巧))=6，f+l。4≤6叫<6。+l'1I+‰·
(5)‘

令肘是T一影的一个最大匹配，则T一秒至多有两个

顶点不被M饱和。区分下面3种情形。

情形1设T一秽的每个顶点都被M饱和。

对J=1，2，⋯，Z，因为每个Z有完美匹配，所

以式(5)都成立。因此，由式(4)知，式(3)成立。

情形2设T一13有两个顶点不被M饱和并且

它们在T一”的同一个分支中。

不失一股陛，假设L有两个顶点不被M饱和，

而r一秽的其他分支Tj(j=2，3，⋯，Z)都有完美匹

配。令O(T1)=2sI，贝0 sl≤n一1且i(T1)=sl一1。

由引理2得

AI(TI)≤Al(瓦{r1)，卵t1))=6。1+2，12≤6。+1．12<
6n+l，11+F。．

因此，结合式(5)和式(4)知，式(3)成立。

情形3设T一秒有两个顶点不被肘饱和并且

它们在T一口的不同分支中。

不失一般性，假设瓦和易都各有一个顶点不

被M饱和，而T一勘的其他分支L(J=3，4，⋯，Z)

都有完美匹配。对，=1，2，令o(乃)=2sj—l，则5，

≤n且i(I)=si一1。

对_『=l，2，如果sj≤n一1，则由引理2得

Al(乃)≤A1(roi,+j>．￡(巧))=最i+1．8≤6。，8<6。+l，ll+％·
对，=1，2，如果s／=n且I拿呓“川，则由引
理2和引理5得

A1(乃)≤Al(L；t)川t))=A1(疋：．1．。一1)<6。+1．1l+盯
因此，当T，篝呓“川并且T2拿呓“。一。时，由式(5)
和式(4)知，式(3)成立。不妨设T1兰Z川。。。令

U是t，在瓦中的唯一邻接顶点，则存在r一“的一

个分支，比如说7。，L包含口并且O(L)=2n，而r

一“的其他分支，比如说I(J=2，3，⋯，r)，都满足

o(t)≤2n一2。令劢是F一“的一个最大匹配，则

对_『=1，2，⋯，r，Z至多有两个顶点不被jijr饱和。

由引理4得

A2(T)≤AI(r一址)=max{Al(T。)，A。(疋)，⋯，

A。(1)}． (6)

由引理7，对．『=2，3，⋯，r，都有

A。(1)<占川，l⋯。． (7)

情形3．1设t有完美匹配。此时，O(L)=

2凡且i(t)=n。

如果t兰呓川则T∈J∽这与T岳J20矛盾。因

此，瓦≠疋：们于是由引理2和引理5得A，(}。)≤

A。(呓，。)<8川，．．+。。。因此，由式(6)和式(7)知，式

(3)成立。

情形3．2设L没有完美匹配。此时，o(}。)

=2n且i(I)=凡一l。

如果}。兰疋：．。一。，则丁兰W2。如果，。兰砭：。。一。，

则r∈{职，形，，}。如果7。兰疋：．。一，，则r兰W。。。如

果L兰咒：．。一。，则T∈{形：_『=4，19，20}。上面的

结论都与T圣k矛盾。因此，T，隹{聪一。：．『=1，2，
3，5}。由引理2和引理5得A，(Tt)≤A，(呓．川)

<8川，。，‰。因此，由式(6)和式(7)知，式(3)成
立。

根据上面3种情形，完成了式(3)的证明。

注释：当，l=8时，用2．945 19代替引理5—7

和定理1中的6。+1．n+∥相应的结论也都成立。因

此，定理1的结论对／'t=8也成立。
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