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一类非齐次微分方程解的增长性
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摘要：研究一类非齐次线性微分方程／‘’+吼一／卜1’+⋯+口，一(e∞’一ho)／=1(1|}≥1)解的增长性，其中q(_『=1，2，

⋯，k一1)为常数，Q(z)为非常数多项式，‰为超越慢增长整函数。利用所得结果，还可以给出有关亚纯函数唯一性的

结果。．
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Growth of solutions of some non·homogeneous

differential equations

∞Wei-rail，WANG Jun—ling，CHEN Yuan-sheng，LI Xiao-jing

(College of Mathematics and Computational Science in China University of Petroleum，Dongying 257061，China)

Abstract：The growth of solutions off‘’+口^．∥‘’1’+⋯+口，一(e。“’一hoV=1(后≥1)with ay(j=1，2，⋯，k一1)con—

stants is studied，where Q(：)is a non—constant polynomial and ho is transcendental slowly growth entire function．The U-

niqueness of meromorphic functions was obtained on basis of this．
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1 问题的提出

本文中使用值分布理论的基本概念和标准记

号¨圳：用r(r刃表示亚纯函数／(?)的特征函数，用

m(r∽表示八z)的均值函数等。特别地，用记号盯

∽和盯：(力分别表示亚纯函数f(z)的增长级和超

级H·51。假设八z)和g(z)是非常数亚纯函数，口为

任意复数。如果厂(z)一a与g(z)一a的零点相同，

而且每个零点的重级也相同，则称a为f(z)与g

(Z)的CM公共值H引。

对于集合ECR+，用A(E)表示E的对数测度，

用舱(t)表示集合E在R+上的特征函数，则可以定

义集合E的上对数密度和下对数密度如下：

—In d—ensE：lim sup趔浮＆皿，
，—-∞一 1nr

ln densE：lim in芦霉蚴．一H∞Inr
考虑微分方程

∥¨一e㈤厂=1，k≥1 (1)

的增长级问题，其中Q(z)是非常数多项式。

杨连中教授"1证明了定理A。

定理A非齐次微分方程(1)的任意解必为无

穷级整函数。

考察微分方程

／”+口^一∥‘一”+⋯+口，一(eQ。’一^o)，=1． (2)

式中，aj(j=l，2，⋯，k—1)为常数，k≥l；h。为慢增
1

长整函数，即or(h。)<÷。
二

不难发现方程(1)是方程(2)的特殊情况，本文

中将继续研究方程(2)的解具有怎样的增长性。

对于h。为常数的特殊情况，王琚曾给出有关方

程解的增长性及其应用№]，并证明了如下结果：

定理B如果h。为常数，则微分方程(2)的任

意非零解八三)满足盯∽=1或矿∽=∞，且任意具
有无穷级的解其超级为不大于degQ的正整数；

定理C设，为有穷级整函数且盯(力≠l，如
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果a为／和￡(力=／”+ak-If“”+⋯+o厂+口Q厂

的CM公共值，则丛孕型=c，c≠o为常数。
J—a

定理1如果h。为超越慢增长整函数，则微分

方程(2)的任意非零解以：)满足盯(力=∞。

把函数与其导数结合起来研究函数的唯一性，

也是亚纯函数值分布论中一个重要的研究方向，且

大多数仅仅涉及一阶导数或者．j}阶导数[4]。本文中

把相关结果推广到亚纯函数厂的线性微分多项式。

定理2设厂为有穷级整函数，如果a为／和

L∽=／”+ak_∥‘一”+⋯+口／+^，

的CM公共值，则丛掣二旦：c，c≠o为常数。
J—a

2 主要引理

引理1冲3 假设g(z)是整函数，且级矿(g)=

17"，％(r)是g的中心指标，那么

17mlnv．,(r)：盯．
r—+∞ Inr

(3)

引理2[101假设w(z)为整函数，满足or(W)=
1

P<寺，设A(r)=．inlf In I埘(z)l，B(r)=P叩In

W(名)I。如果P<a<1，则
In dens{r：A(r)>COS(TrOt)B(r)}≥1-p／or． (4)

引理3【l刈假设加(z)为有穷级亚纯函数，则对

于任意给定的P>0，存在有穷线性测度集合日使得

满足l石I=r隹日u[o，1]，卜，∞，有

fw(z)I exp{r9‘”)+8}． (5)

引理4拉3 假设P(z)=(d+够)二“+⋯(a，p是

实数，f n f+IJB J≠o)是多项式，且次数n≥1，A(：)

是不恒为零的整函数，且盯(A)<n。令g(z)=A(z)

e9‘”，z=re诅，6(P，0)=CECOS(nO)一flsin(nO)，习匿么

对于任给的正数占，存在集合E c(1，+∞)具有有

穷对数测度，满足对任意0“0，2竹)＼q(％={0∈
[0，21r)；6(P，0)=o})，lzl=r甚[0，1]uE，有

(i)女口果6(P，p)>0，贝0

exp{(1～占)6(P，0)r“}<Ig(re诏)I<exp{(I+8)6

(P，0)r“}； (6)

(ii)如果6(P，0)<0，则

exp{(1+8)a(P，0)r“}<Ig(rc诏)f<exp{(1—8)6

(P，p)，}． (7)

3定理l的证明

由线性微分方程的复振荡基本理论可知，方程

(2)的所有解为增长级不小于degQ的超越整函数。

事实上，设厂(z)为方程(2)的解，显然f(z)为整函

数，并且根据函数级的性质知道盯(f)≥盯(eo)：

degQ。对于方程(2)的增长级不小于1的解／(z)，

下面将用反证法证明厂具有无穷增长级。首先假设

仃∽<∞。
改写(2)为

等饥一等+．．⋯。乡一c eQ_ho，71㈤
根据Wiman．Valiron理论‘9’12’131，可知

错=(华_州⋯． ㈩

其中I以：)I=M(r,f)，⋯=r圣[0，1]u E，，E。c

(1，∞)为有限对数测度，嘶(r)是厂的中心指标。

根据引理1，不难看出存在点列{Zn’=I"n+exp

(iO；)}满足1厂(z：)l=M(r：，f)，"∈[0，21T)，r：

隹[0，1]uE，UE：(E：如引理3中目的定义)，r：叶
∞．

1im啤掣：矿(门．
7孑_+。lnr“

由引理2，存在集合E，满足In densE，=6>0，使得

对于满足Izl：r∈E，的z，有

h。(三)I≥M(r，h。)。 (10)

其中K>0为常数。

设E：u．[ra+，(rn+)2-y]，y=6／2。根据集合

的下对数密度定义，可知

一In dense。≥业丛≤1坐业≥l吖
(11)

由上极限和下极限的基本性质，有

1≥ln densE4+!翌!皇塑E3一In dens(E4NE3)．

可算出1n dens(E4 71E3)≥7>0。从而可以从E3 u

日一E。U E：中取出点列{磊=rnexp(iO。)}满足

帆z。)I=朋(r。∽，0。∈[0，2rr)，可知lim0。=00∈

[0，2"tr)，且

伊lira。警≤矿∽<∞． (12)

由此和式(9)可知，下式成立：

∽羽，“掣H斜饥一。错+
⋯蚂错㈦⋯㈩“盟rn rl ㈤，

设口(z)=i甍(哟+移)一，吗，岛(，=1，⋯，m)均
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为实数。令

∥(Q，0)=％cos(j0)一岛sin(声)，歹=1，⋯，m．

对于巩，若∥(Q，00)=0(歹=1，⋯，m)，则Re(Q

(ke；oo))=fit。。注意到直线arg z=00是{r。e徊4}的

渐近线，因而存在M>0，满足当乃>M时，有

do一1<Re(Q(r．e诏4))<仅o+1． (14)

因为／是超越整函数，易知M(r∽一∞(H∞)．由
此，将式(9)，(10)和(13)代入式(8)，故可知当It

充分大时，有

(华卜+o(⋯她9吨伽h∽”一
o(1))， (15)

这与h。超越矛盾。从而可知存在矗(1≤矗≤m)，使

得舻(Q，00)≠0。可找到矗使得满足歹>Jo的J，有

∥(Q，00)≠0。那么存在两种情形：(i)8,o(Q，00)<

0；(ii)∥o(Q，00)>0。

(i)扩(Q，00)<0。由于lira0。=00，可知当n

充分大时，扩(Q，0。)<≯o(Q，00)<0，且Re I∑m，
1 ，

二 、J=J0+-

(丐+瞩)Z)<l。将式(9)和(13)代入式(8)，再

由引理4可知，对任意给定的正数占，当It充分大

时，有

(华卜羽肛
exp{(1训≯(Q㈨0世+1 H‰1．
由于矿(h。)<÷且∥o(Q，00)<o，根据引理3，

从上式可知当It充分大时，有

vl(o)≥0(1)LM(k，ho)。， (16)

这与h。超越矛盾。

(ii)扩(Q，00)>0。由于lira0。=00，可知当n

充分大时，÷驴(Q，0。)<扩(Q，0。)<÷驴(Q，Oo)，

且Re(，；墨。(q+孵)之)<1。将式(9)和(13)代入
式(8)，由引理3和引理4可知，对任给的正数占，

当几充分大时，有

印x“扣(Q川(1一占)毋)≤

吁(rn)≤。exp{翕∥。(Q，Oo)(1+占)砖} (17)
r‘ 1

根据引理2，式(17)显然与盯∽<∞矛盾。
定理l证毕。

4定理2的证明

首先根据CM公共值的定义和Hadamard分解

定理，有

毕：e∞)， (18)， 一o 、1u，

．，一(正

其中Q(z)为多项式。假设Q(z)不为常数，可将式

(18)展开为式(2)，利用定理1的结果得到矿(力=

∞与条件盯(力<∞矛盾，所以Q(z)只可能为常数

b。令c=e6，定理2证毕。
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