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摘要：根据系统的运动微分方程，给出伺服约束非完整系统的新对称性的定义和判据，得到了系统的Noether．Mei对

称性导出的Noether守恒量和Mei守恒量。举例说明结果的应用。
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Noether．Mei symmetry of nonholonomic systems with servoconstraints
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Abstract：The definition and the criterion of a Noether-Mei symmetry for the nonholonomic systems with servoconstraints，as

well as the Noether conserved quantity and the Mei conserved quantity deduced from the Noether-Mei symmetry for the system

wel-e given．An example Was given to illustrate the application of the results．
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力学系统的对称性与守恒量的研究在数学、力

学和物理学上都具有重要的意义。近代寻求守恒量

的对称性方法主要有Noether对称性oI-3]，Lie对称

性拉4o和Mei对称性∞d叭。相应的守恒量有Noether

守恒量‘1-3]，Hojman守恒量⋯'121和Mei守恒量‘13]。

近几年对力学系统对称性与守恒量的研究取得了很

大进展。Mei研究了包含伺服约束非完整系统的

Lie对称性与守恒量¨4’2¨以及Lagrange系统的统一

对称性¨引，最近，梅风翔、吴惠彬等研究了各种力学

系统的联合对称性和统一对称性¨∞0|。笔者研究

包含伺服约束非完整系统的Noether—Mei对称性，给

出系统的Noether—Mei对称性的定义和判据，并由此

找到系统的Noether守恒量和Mei守恒量。

1 系统的运动微分方程

设力学系统的位形由凡个广义坐标q，(s=1，

⋯，rt)确定，并受到通常的理想双面Chetaev型非完

整约束

五(t，q，口)=o，JB=1，⋯，g， (1)

以及r个伺服约束：见，个完整约束及rt：(凡：=r一／'t。)

个非完整约束

妒。(t，g)=O，砂。。+，(t，q，牙)=0，ot=1，⋯，／'t1；r=1，

⋯，凡2． (2)

称方程(1)为第一类约束，方程(2)为第二类约束。

对第一类约束，由Appell-Chetaev定义，有

釉，-0，卢_1，⋯，昏 (3)

第一类约束反力的虚功之和为零，但第二类约束反

力的虚功一般异于零。在为第一类约束所允许的虚

位移中间，存在一些使第二类约束反力在其上作功

为零的虚位移，设这些虚位移满足J个关系

A。却；=0，p=1，⋯J (4)

系统的运动微分方程为

引￡)=Q,+Aa籍ⅥAb'州，⋯，n． (5)

其中

三=，叱E=面d瓦0一矗．
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式中，L为Lagrange函数；Q，为非势广义力；AB，u^

为不定乘子；E。为Euler算子。

当r=J时，方程(5)联同方程(1)，(2)组成为

确定n+g+r个变量91’．一，q。，Al'．～，A。，ul'．一，M，

的rt+g+r个方程。在非奇异的假设下，展开方程

(5)，可求得所有广义加速度，记作

奇，=皿(t，q，口，A，比)，s=1，⋯，／7,． (6)

将方程(1)和方程(2)中的第二式对t求一阶导数，

并将方程(2)中的第一式对t求二阶导数，可得到包

含对口，为线性的g+r个方程，再将式(6)代入这g

+r个方程，并消去口，，可得g+r个乘子A。和‰的

一组代数方程，解此代数方程，可得

A卢=A口(t，q，牙)，MI=／／,I(t，q，牙)． (7)

将式(7)代入方程(6)，可求得所有广义加速度，记

作

守。=h。(￡，q，孽)，5=1，⋯，n． (8)

方程(7)为非完整系统(1)，(2)，(5)相应的完

整系统的运动方程。

2 系统的Noether-Mei对称性的定义

和判据

定义如果包含伺服约束的非完整系统的对称

性既是Noether对称性又是Mei对称性，则称该对称

性为系统的Noether—Mei对称性。

引入时间和广义坐标的无限小变换

t’=t+占彘(t，q，叠)，g，(t’)=q。(t)+s￡(t，q，口)，

s=1，⋯，rt， (9)

式中，占为无限小参数；磊和亭。均为无限小生成元。

约束方程(I)，(2)在无限小变换下的不变性为

x¨’∽)=O， (10)

X‘o’(吼)=0， (11)

X‘1’(妒。，)=0． (12)

对包含伺服约束的非完整系统，Noether等式为

￡参。埘1)(L)+(Q，+A川争编)+盖GⅣ=o．
(13)

其中

A,=Aa甏札A．
Mei对称性的判据方程为

雷；{X‘1’(￡)}=x‘1’(Q，)+X‘1’(A，)， (14)

其中

∥)_昴杀增彘，

nn出吨斋)矗，
未=击圯彘地矗，
；d a— a缸2一dtOq,瓦。
判据对于伺服约束非完整系统，如果存在规

范函数GⅣ=GⅣ(t，q，牙)，无限小生成元昴，孝，满足等

式(10)一(12)和

【￡参埘”(帅(¨¨(￡一吼岛)+蔷GⅣ】2+
{君，[x‘1’(L)]一x‘1’(Q，)一X‘1’(A，)}2=O，(15)

则相应对称性为伺服约束非完整系统的Noether-

Mei对称性。

3 系统的Noether-Mei对称性导致的

守恒量

伺服约束非完整系统的Noether．Mei对称性在

一定条件下可导出Noether守恒量和Mei守恒量。

命题1 对于伺服约束非完整系统，Noether．

Mei对称性可导致Noether守恒量

“=140+jP_L。(￡一口。彘)+GⅣ=const． (16)
or／’

证明 因为伺服约束非完整系统的Noether—

Mei对称性一定是Noether对称性，则存在一个规范

函数GⅣ=GⅣ(t，q，叠)满足Noether等式(13)，根据

判据系统存在守恒量(16)。

命题2对于伺服约束非完整系统，如果存在

规范函数G村=G村(f，g，牙)，满足方程

x“’(L)景南+x¨’[x¨’(￡)]+x¨’(Q，+A，)(孝；一
j

呼。岛)+景G村=o， (17)

则系统Noether—Mei对称性可导致Mei守恒量

厶：x㈩(￡)岛+掣(￡一口，南)+GM：c。nst．
or／5

(18)

证明 因为伺服约束非完整系统的Noether—

Mei对称性一定是Mei对称性，则系统的Mei对称

性判据方程(14)成立，利用式(14)，(17)能够证明

系统存在Mei守恒量(18)。

4说明性例子

一质量平面P可在一水平固定面oxy上平动地
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滑动。在平面P上有一半径为R，质量为艏的均质

圆球可无滑动地滚动。平面P的运动用伺服装置

自动地调节，以使球心以角速度∞相对固定轴OZ匀

速转动，研究此伺服约束系统的Noether．Mei对称性

与守恒量。

首先写出系统的运动微分方程。设配，口为平面

P上的一点A相对轴OX，oy的坐标。平面的位置由

这两个参数确定。设孝，叼为球心G的前两个坐标，

P，q，r为球的瞬时角速度在轴Oaf，oy，OZ上的投影，

妒，0，9为Euler角，有

P
2 0cos沙+妒sin Osin砂，

g=Osin步一gbsin Ocos砂，

r=函+(Dcos a

球沿平面P无滑动地滚动的非完整约束条件为

手一qR=吐，竹+pR=ti，

伺服约束为

f+tOrl=0，砷一似亭=0．

使第二类约束反力所做的功为零的虚位移为

乩=0，劫=0，

进而有

鹫一R(60sin妒一&psin Ocos tf，)=6u=O，

卸一R(60cos沙+却sin Osin砂)=面=0．

球的动能表示为

T=÷肘(f2+砑2)+÷枷2(莎2+矿+多2+

2参0cos 0)．

令g。=手，q2=叩，q3=砂，94=8，95=妒，取无限小生

成元：

邑=1，乳=孝。=孝2=亭。=亭，=O． (19)

生成元(19)满足式(15)，可知生成元(19)是包含伺

服约束非完整系统的Noether．Mei对称性。

将式(19)代入式(13)有规范函数

GⅣ=0，

由命题1得由系统

Noether守恒量为

Noether—Mei

(20)

对称性导致的
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