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摘要：讨论度量向量组的相对相关性指标、线性相关指标和最小相对范数指标。证明线性相关性指标和相对相关性

指标的等价性，并建立最小相对范数指标与线性相关性指标的关系表达式。应用实例结果验证了所得结论的正确

性。
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１　问题的提出
向量组的数值线性相关性在数值计算的过程

中具有非常重要的作用。基于古典的线性相关性

理论在数值计算过程中存在缺陷，１９７８年何旭
初［１４］首先给出了向量组数值相关性程度的一种

定量刻画，分别给出了向量组的总体线性相关性

和相对线性相关性的定义，讨论了两者之间的关

系，并给出了它们的一系列应用。此后，何旭初所

提出的数值相关性理论得到了发展，其中朱慈

幼［５］将它应用在了病态线性方程组的条件预优解

中，李维国等［６］提出了区间向量的数值线性相关

性理论。但是，在１９９６年王泽辉［７］给出了度量向

量组线性相关性程度的 ε相（无）关的概念，并将
其用于求解线性方程组的 ＰＡＢＳ方法当中；在
２００３年卢秀山等［８］给出了度量向量组线性相关性

程度的最小相对范数法。何旭初、王泽辉和卢秀

山等都对数值相关性这一重要理论给出了讨论，

但出发点不同且各有特点，另外三者之间的关系

至今尚不明确。

为了讨论的方便，考虑ｎ个ｍ维的非零向量ａ１，
ａ２，…，ａｎ的线性相关性问题。以它们为列构成一个
ｍ×ｎ阶的矩阵Ａ，即Ａ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎ］，这里仅限
定讨论ｍ≥ｎ，且假定向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝在古典
的线性相关性理论下是线性独立的，从而其子组

｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝也是线性独立的。
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２　三种度量向量组数值线性相关性
方法

２１　向量组的总体数值线性相关性和相对数值线
性相关性

　　古典的线性相关性理论严密可靠，是线性代数
的基础而重要的内容，但在数值计算中显现了它的

缺陷。何旭初首先提出了向量组的总体数值线性相

关性和相对数值线性相关性的概念。

设ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

ａｋ ＝１，并且 Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ］表示为

向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝的Ｇｒａｍ行列式，即Ｇ［ａ１，ａ２，
…，ａｋ］＝ｄｅｔＡ

Ｔ
ｋＡｋ＝ｄｅｔ（ａ

Ｔ
ｉａｊ），显然０≤Ｇ［ａ１，ａ２，

…，ａｋ］≤１，并且
１）当且仅当向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝为一标准直

交系时，Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝１；
２）当且仅当向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝线性相关

时，Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝０。
定义１［１］　（总体数值线性相关性）设ε为给定

的正小数，０＜ε＜１，若Ｇ
１
２［ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤ε，称

向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝为 ε线性相关；若对某一正

数δ，０＜δ≤１，有Ｇ
１
２［ａ１，ａ２，…，ａｋ］≥δ，称向量组

｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝为δ线性独立。
定义２［１］　（相对数值线性相关性）假定向量组

｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝为古典意义下线性独立（已规范化，
即ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ａｉ ＝１）。规定

Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝
Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ，ａｋ＋１］
Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ

{ }］

１／２

为向量ａｋ＋１关于向量组 ａ１，ａ２，…，ａｋ的相对数值相
关性指标。设 ε为给定的正小数，０＜ε＜１，若
Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤ε，称向量ａｋ＋１关于向量组
｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝为ε线性相关；若对某一正数δ，０＜
δ≤１，有Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≥δ，称向量ａｋ＋１关
于向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝为δ线性独立。
２２　向量组的线性ε相关性

向量组的线性ε相关的概念由王泽辉提出，这
一概念与总体数值线性相关性的概念关系密切，其

定义如下：

定义３［７］　（线性ε相（无）关）规定Ｐ［ａｋ＋１｜

ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝ｍｉｎｃｉ∈Ｒ ａｋ＋１－∑
ｋ

ｉ＝１
ｃｉａｉ为 ａｋ＋１关于向

量组ａ１，ａ２，…，ａｋ之Ｐ线性相关指标对于给定的小
正数ε＞０，若Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤ε，称ａｋ＋１与
ａ１，ａ２，…，ａｋ在ε意义下线性相关，或称 ａ１，ａ２，…，

ａｋ＋１线性ε相关；反之，若Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＞
ε，则称ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１线性ε无关。
２３最小相对范数法

卢秀山等提出了度量观测方程系数矩阵复共线

性的最小相对范数法，该法用指标Ｋｆ来刻画向量组
的线性相关程度，其中 Ｋｆ的定义如下：矩阵 Ａ＝
［ａ１，ａ２，…，ａｎ］，其中ａ１，ａ２，…，ａｎ为ｍ维的列向量。
按照ＧｒａｍＳｃｈｍｉｔ正交化的方法［９～１０］将Ａ按列正交
化，得到矩阵Ｂ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ］，其中ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ
为ｍ维的列向量，且ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ之间两两正交。分
别求矩阵 Ａ，Ｂ的列向量的范数［１１］，组成向量 珚Ａ＝
（ａ１ ， ａ２ ，…， ａｎ ），珚Ｂ ＝ （ｂ１ ， ｂ２ ，…，

ｂｎ ），令ｋｉ＝
ｂｉ
ａｉ
，则有向量珚Ｋ＝（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ），

Ｋｆ的定义为Ｋｆ＝ｍｉｎ（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ）。

由上所述，可以给出Ｋｆ＝
ｂｐ
ａｐ
，Ｋｆ的大小取决于

ｂｐ。由 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｔ正交化过程的特性可以判定，
ｂｐ的大小不仅反映ａｐ与其他ａ的共线程度，而且
与ａｐ的排序有关。将Ａ的某一列向量ａ１置于不同的
位置，用ａ１的序号ｊ标记Ａ的每一次排列Ａ（ｊ），分别

计算ｋｊ＝
ｂｊ
ａｊ
，则由 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｔ正交化的特性有

ｋｎ＝
ｂｎ
ａｎ
≤（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－１），对于不同的Ａ（ｊ）对应

着不同的ｋｎ，记为 ｋｎ（ｊ），因此 Ｋｆ的实用计算公式为
Ｋｆ＝ｍｉｎ（ｋｎ（１），ｋｎ（２），…，ｋｎ（ｎ））。

取Ｋ０１，Ｋ０２为阀值，其中Ｋ０１是Ｋｆ的上指标，Ｋ０２
是Ｋｆ的下指标。若Ｋｆ≤Ｋ０１，则矩阵列向量间存在严
重的复共线性，称矩阵病态；若 Ｋｆ≥ Ｋ０２，则称矩阵
为良态；若Ｋ０１≤Ｋｆ≤Ｋ０２，是一种中间状态。值得注
意的是，Ｋ０１和Ｋ０２的大小需视具体问题而定。

３　主要结果及应用实例
考虑向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１｝（ｋ≤ ｎ－１）的数

值线性相关性问题。在向量组规范化的前提下，由定

义１及定义２可得０≤Ｇ
１
２［ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤１和０≤

Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤１，而由２２及２３可直接

得Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］∈［０，＋ )∞ 和０≤Ｋｆ≤

１。由于将向量组规范化并不影响古典线性相关性，
故在计算｛ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１｝的 Ｐ线性相关指标
Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］时，可参照定义１和定义２的
做法，先将｛ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１｝规范化，然后再进行相
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应的计算，则０≤Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤１。为此，
可以得到下面的结果。

定理１　若向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１｝古典线性独
立，则Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，
ａｋ］。

证明　由定义３，

Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝ｍｉｎｃｉ∈Ｒ ａｋ＋１－∑
ｋ

ｉ＝１
ｃｉａｉ ．

（１）
对Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］的求解等价于求解线

性最小二乘问题：ｍｉｎ
Ｃ∈Ｒｋ
ｆ（Ｃ）。其中 ｆ（Ｃ）＝１２（ａｋ＋１－

ＡｋＣ）
Ｔ（ａｋ＋１－ＡｋＣ），向量Ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ）

Ｔ，矩阵

Ａｋ ＝（ａ１，ａ２，…，ａｋ）。
求解ｆ（Ｃ）＝０得：ＡＴｋＡｋＣ＝Ａ

Ｔ
ｋａｋ＋１。因此问

题（１）的最小二乘解为
　Ｃ＝（ＡＴｋＡｋ）

－１ＡＴｋａｋ． （２）
其中ＡＴｋＡｋ和Ａ

Ｔ
ｋａｋ＋１分别为

ＡＴｋＡｋ ＝

（ａ１，ａ１） （ａ１，ａ２） … （ａ１，ａｋ）

（ａ２，ａ１） （ａ２，ａ２） … （ａ２，ａｋ）

  

（ａｋ，ａ１） （ａｋ，ａ２） … （ａｋ，ａｋ











）

，

ＡＴｋａｋ＋１ ＝

（ａ１，ａｋ＋１）

（ａ２，ａｋ＋１）



（ａｋ，ａｋ＋１











）

．

可用Ｇｒａｍｅｒ法则来求解式（２）中的未知量Ｃ，其分
量具体如下：

ｃｊ＝
１
Ｇｋ
ｄｅｔ

（ａ１，ａ１） … （ａ１，ａｊ－１） （ａ１，ａｋ＋１） （ａ１，ａｊ＋１） … （ａ１，ａｋ）

（ａ２，ａ１） … （ａ２，ａｊ－１） （ａ２，ａｋ＋１） （ａ２，ａｊ＋１） … （ａ２，ａｋ）

    

（ａｋ，ａ１） … （ａｋ，ａｊ－１） （ａｋ，ａｋ＋１） （ａｋ，ａｊ＋１） … （ａｋ，ａｋ











）

＝
（－１）ｋ－ｊΔｊ
Ｇｋ

． （３）

其中

Δｊ＝ｄｅｔ

（ａ１，ａ１） … （ａ１，ａｊ－１） （ａ１，ａｊ＋１） … （ａ１，ａｋ） （ａ１，ａｋ＋１）

（ａ２，ａ１） … （ａ２，ａｊ－１） （ａ２，ａｊ＋１） … （ａ２，ａｋ） （ａ２，ａｋ＋１）

    

（ａｋ，ａ１） … （ａｋ，ａｊ－１） （ａｋ，ａｊ＋１） … （ａｋ，ａｋ） （ａｋ，ａｋ＋１











）

，Ｇｋ ＝ｄｅｔ（Ａ
Ｔ
ｋＡｋ）．

从而由式（１）～（３）可得
Ｐ２［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝ ａｋ＋１－Ａｋ（Ａ

Ｔ
ｋＡｋ）

－１ＡＴｋａｋ＋１
２＝

ａＴｋ＋１ａｋ＋１－ａ
Ｔ
ｋ＋１Ａｋ（Ａ

Ｔ
ｋＡｋ）

－１ＡＴｋａｋ＋１ ＝
１
Ｇｋ
（ａｋ＋１，ａｋ＋１）Ｇｋ＋∑

ｋ

ｊ＝１
（－１）ｋ－ｊ＋１（ａｊ，ａｋ＋１）Δ( )ｊ ＝

１
Ｇｋ
ｄｅｔ

（ａ１，ａｋ＋１）

ＡＴｋＡｋ …

（ａｋ，ａｋ＋１）

（ａ１，ａｋ＋１） … （ａｋ，ａｋ＋１） （ａｋ＋１，ａｋ＋１













）

＝

Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ，ａｋ＋１］／Ｇｋ＝Ｅ
２［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］．

又因Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＞０及Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，
…，ａｋ］＞０，故有
Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］．

定理２　若向量组ａ１，ａ２，…，ａｋ古典线性独立，
其对应的单位化向量组为ａ′１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ，则

Ｋｆ＝ｍｉｎ｛１，Ｐ［ａ′２｜ａ
′
１］，Ｐ［ａ

′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２］，…，Ｐ［ａ

′
ｋ｜

ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ－１］｝，

若考虑Ｋｆ的实用计算公式，则

Ｋｆ＝ｍｉｎ｛Ｐ［ａ′１ ｜ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ－１］，Ｐ［ａ

′
２ ｜ａ

′
１，ａ

′
３，…，

ａ′ｋ－１］，Ｐ［ａ
′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２，ａ

′
４，…，ａ

′
ｋ－１］，…，Ｐ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，

…，ａ′ｋ－１］｝．

证明　令Ｓｉ－１＝ｓｐａｎ（ａ
′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｉ－１），由定义

知，Ｐ［ａ′ｉ｜ａ
′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｉ－１］（ｉ≥２）是ａ

′
ｉ到子空间Ｓｉ－１

的最短距离，即ａ′ｉ在Ｓｉ－１的直交补Ｓ⊥ｉ－１上的投影的

范数，若设向量ｙ为ａ′ｉ在Ｓｉ－１的直交补Ｓ⊥ｉ－１上的投
影，则Ｐ［ａ′１｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｉ－１］＝ ｙ．

假设对（ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｉ）实施 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｔ正交

化得（ｂ′１，ｂ
′
２，…，ｂ

′
ｉ），其中ｂ

′
ｉ有如下表示：

ｂ′ｉ＝ａ
′
ｉ－
（ａ′ｉ，ｂ

′
１）

（ｂ′１，ｂ
′
１）
ｂ′１－… －

（ａ′ｉ，ｂ
′
ｉ－１）

（ｂ′ｉ－１，ｂ
′
ｉ－１）
ｂ′ｉ－１，ｉ≥２，

则ｂ′ｉ均与ａ
′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｉ－１正交，即ｂ

′
ｉ∈Ｓ⊥ｉ－１。

根据指标Ｋｆ的计算过程，可得

ｂ１ ＝ａ１，ｂｉ＝ａｉ－
（ａｉ，ｂ１）
（ｂ１，ｂ１）

ｂ１－
（ａｉ，ｂ２）
（ｂ２，ｂ２）

ｂ２－… －

（ａｉ，ｂｉ－１）
（ｂｉ－１，ｂｉ－１）

ｂｉ－１，ｉ≥２．
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从而有

ｋ１ ＝ ｂ１ ／ａ１ ＝１，
ｋｉ＝ ｂｉ ／ａｉ ＝

ａｉ－
（ａｉ，ｂ１）
（ｂ１，ｂ１）

ｂ１－
（ａｉ，ｂ２）
（ｂ２，ｂ２）

ｂ２－… －
（ａｉ，ｂｉ－１）
（ｂｉ－１，ｂｉ－１）

ｂｉ－１

ａｉ
＝

ａ′ｉ－
（ａ′ｉ，ｂ１）
（ｂ１，ｂ１）

ｂ１－
（ａ′ｉ，ｂ２）
（ｂ２，ｂ２）

ｂ２－… －
（ａ′ｉ，ｂｉ－１）
（ｂｉ－１，ｂｉ－１）

ｂｉ－１ ＝

ｂ′ｉ ＝Ｐ［ａ
′
ｉ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｉ－１］，ｉ≥２．

因此由Ｋｆ的定义，可以得到
Ｋｆ＝ｍｉｎ（ｋ１，ｋ２，…，ｋｋ）＝ｍｉｎ｛１，Ｐ［ａ

′
２｜ａ

′
１］，Ｐ［ａ

′
３

｜ａ′１，ａ
′
２］，…，Ｐ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］｝．

若考虑Ｋｆ的实用计算公式，则
Ｋｆ＝ｍｉｎ｛Ｐ［ａ′１ ｜ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］，Ｐ［ａ

′
２ ｜ａ

′
１，ａ

′
３，…，

ａ′ｋ－１］，Ｐ［ａ
′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２，ａ

′
４，…，ａ

′
ｋ－１］，…，Ｐ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，

…，ａ′ｋ－１］｝．
推论１　若向量组ａ１，ａ２，…，ａｋ古典线性独立，

其对应的单位化向量组为ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ，则

Ｋｆ＝ｍｉｎ｛１，Ｅ［ａ′２｜ａ
′
１］，Ｅ［ａ

′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２］，…，Ｅ［ａ

′
ｋ｜

ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ－１］｝，

若考虑Ｋｆ的实用计算公式，则
Ｋｆ＝ｍｉｎ｛Ｅ［ａ′１ ｜ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］，Ｅ［ａ

′
２ ｜ａ

′
１，ａ

′
３，…，

ａ′ｋ－１］，Ｅ［ａ
′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２，ａ

′
４，…，ａ

′
ｋ－１］，…，Ｅ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，

…，ａ′ｋ－１］｝．
证明　由定理１和定理２即得所需结论。
推论２　若向量组ａ１，ａ２，…，ａｋ古典线性独立，

其对应的单位化向量组为ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ，且考虑Ｋｆ的

实用计算公式，则度量其数值线性相关程度的线性

相关指标有如下关系：

Ｇ［ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ］≤ Ｋｆ≤ Ｅ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］＝

Ｐ［ａ′ｋ｜ａ
′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］．

证明　由定理１及定理２可直接得到
Ｋｆ≤ Ｅ［ａ′ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］＝Ｐ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，

ａ′ｋ－１］． （４）
设存在下标ｉ∈Ｚ，使得

Ｋｆ＝
Ｇ［ａ′１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ］

Ｇ［ａ′１，…，ａ
′
ｉ－１，ａ

′
ｉ＋１，…，ａ

′
ｋ］
．

由０≤Ｇ［ａ′１，…，ａ
′
ｉ－１，ａ

′
ｉ＋１，…，ａ

′
ｋ］≤１得

Ｇ［ａ′１，ａ
′
２，…，ａ

′
ｋ］≤Ｋｆ． （５）

由式（４）和（５）可得
Ｇ［ａ′１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ］≤ Ｋｆ≤ Ｅ［ａ

′
ｋ｜ａ

′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］＝

Ｐ［ａ′ｋ｜ａ
′
１，ａ

′
２，…，ａ

′
ｋ－１］．

例１　已知向量

ａ１＝（１９５，２４７，３０７，２９８，１９１，２５６，３１４，
２７９，２２１，２５５）Ｔ，

ａ２＝（４３１，４９８，５１９，５４３，４２２，５３９，５８４，
５２２，４９９，５３５）Ｔ，

ａ３＝（２９１，２８２，３７０，３１１，３０９，２３７，２７６，
３０６，２３２，２４８）Ｔ，
其对应的单位化向量组为ａ′１，ａ

′
２，ａ

′
３。考虑Ｋｆ的实用

计算公式，比较Ｇ［ａ′１，ａ
′
２，ａ

′
３］和Ｋｆ的大小。

解　记矩阵Ａ３＝［ａ
′
１，ａ

′
２，ａ

′
３］，并计算其ＱＲ分

解得

珟Ｒ＝
Ｒ３[ ]
０
，

Ｒ３ ＝
－１００００ －０９９５８ －０９８４９
０ －００９１６ －００３９０
０ ０ －







０１６８８
．

所以ＡＴ３Ａ３ ＝（Ｑ
Ｔ
３Ａ３）

Ｔ（ＱＴ３Ａ３）＝Ｒ
Ｔ
３Ｒ３，从而

Ｇ［ａ′１，ａ
′
２，ａ

′
３］＝ｄｅｔ（Ｒ

Ｔ
３Ｒ３）＝２３８９０×１０

－４．
同理可求得

Ｇ［ａ′２，ａ
′
３］＝００３１１；Ｇ［ａ

′
１，ａ

′
３］＝００３００；Ｇ［ａ

′
１，ａ

′
２］

＝０００８４．
从而由定义１得
Ｅ［ａ′１｜ａ

′
２，ａ

′
３］＝００８７６，Ｅ［ａ

′
２｜ａ

′
１，ａ

′
３］＝００８９２，

Ｅ［ａ′３｜ａ
′
１，ａ

′
２］＝０１６８８．

故可得

ｍｉｎ｛Ｅ［ａ′１｜ａ
′
２，ａ

′
３］，Ｅ［ａ

′
２｜ａ

′
１，ａ

′
３，］，Ｅ［ａ

′
３｜ａ

′
１，ａ

′
２］｝

＝００８７６．
因此考虑Ｋｆ实用计算公式，可得Ｋｆ＝００８７６．
故有

　Ｇ［ａ′１，ａ
′
２，ａ

′
３］≤Ｋｆ．

例２　考察向量（１，－１）和（１０８，１０８）分别在
Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ］和Ｋｆ意义下的线性相关性。

解　令ａ１＝（１，－１）
Ｔ，ａ２＝（１０

８，１０８）Ｔ，将其
进行规范化得到

ｂ１ ＝１０
－８ 槡２
２，－

槡２( )２ ，ｂ２ ＝ 槡２
２，
槡２( )２ ．

分别依据Ｇ［ａ１，ａ２，…，ａｋ］和Ｋｆ的求解过程，可
得

Ｇ
１
２［ｂ１，ｂ２］＝１０

－８，Ｋｆ＝１．
因此按照定义１，向量系（ａ１，ａ２）接近１－相关；

而以Ｋｆ度量（ａ１，ａ２）的线性相关性，向量系（ａ１，ａ２）
是完全独立的。由此可见，向量组的总体线性相关

性既考虑了向量之间的夹角对线性相关性的影响，

也考虑了向量的长度对线性相关性的影响，而Ｋｆ只
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考虑了向量之间的夹角对线性相关性的影响。

值得注意的是，在定理１的讨论中，若事先假定
向量组｛ａ１，ａ２，…，ａｋ＋１｝已单位化，则不但结论
Ｐ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］成

立，而且仍就有０≤ Ｇ
１
２［ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤１和０≤

Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］≤ １；若向量组｛ａ１，ａ２，…，
ａｋ＋１｝既没有单位化，也没有规范化，则结论Ｐ［ａｋ＋１｜
ａ１，ａ２，…，ａｋ］＝Ｅ［ａｋ＋１｜ａ１，ａ２，…，ａｋ］依然成立，不

同的是Ｇ
１
２［ａ１，ａ２，…，ａｋ］∈［０，＋ )∞ 和Ｅ［ａｋ＋１｜

ａ１，ａ２，…，ａｋ］∈［０，＋ )∞ ．
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