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摘要：通过分析常用的求解非线性问题的数值方法，提出一类具强烈几何背景的多点曲线法。多点曲线法不仅具有

超二次收敛的特性，而且避免了高阶导数，其收敛域比高阶非Newton法的收敛域有明显改善。数值算例结果表明多

点曲线法在奇异非线性方程和非线性方程组求解等问题中非常实用。

关键词：非线性方程；高阶收敛性；非线性方程组；奇异性

中图分类号：0 151 文献标识码：A

Multi-point curve method of solving nonlinear equation
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Abstract：By analyzing the traditional numerical methods of solving nonlinear equations，a kind of multi·point clllD／e methods

which have strong geometric background were presented．This kind of methods not only have super-quadratic convergence。

but also Call iterate without higher derivatives．Furthermore，the convergent fields of these new methods are obviously im-

proved compared with higher order non—Newton method．The numerical results show that the presented method is effective in

solving singular nonlinear equation and nonlinear systems of equations．
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1问题的提出

非线性方程和方程组的数值解法一直是多年来

人们研究的热点。Newton法(或Newton—Raphson

法)是求解非线性方程和非线性方程组的最常用方

法，在一定条件下具有二阶收敛速度。人们可以从

不同的角度导出这种方法，而直接从其几何意义出

发是最直观和最简洁的导出方法。利用这种几何意

义还可以进一步推导出一系列好方法。

1．1 Newton法

Newton法的几何意义是用切线代替曲线，切线

与石轴的交点代替曲线与戈轴交点的一种逐次逼近

法。曲线Y=八龙)在(菇。以以))点的切线方程为

Y一八石。)=厂(茗。)(戈一髫。)，

从而它与戈轴的交点：

茗。+．=髫。一[’，’x。)]一-≮名。)，

用此公式迭代求解就是Newton法。

1．2割线法

利用Newton法的思想，经过两点(％以名。))和

(石川以石。一。))得一割线方程，从而它与石轴的交点

为

石一+，=石一一．；i：：亨_二静菇n)·
其单个方程收敛速度为1．618，优点是不用求导数

且超线性收敛。

1．3抛物线法

若采用过三点(％，f(石。))，(髫。一，，f(石。一。))和

(菇。一：以石。一：))的抛物线，则抛物线与石轴的交点为

2f(戈。)

‰“铋n一五i：云4赢f(荔赢丢ii’∞±√∞2一 石。)．疋戈。，戈。一1，石。一2]
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其中

∞=^菇。，髫。一1]+以戈。，菇。一l，髫。一2](髫I一石I．1)．

这就是抛物线法(Muller法)，单个方程收敛速度为

1．840，其优点是不用求导数且超线性收敛[1]。

1．4其他方法

若采用过单点的抛物线、圆、椭圆和双曲线分别

去逼近可以分别得出Euler法、Chebyshev方法、

Halley方法、super—Halley方法等，它们均具有三阶

的收敛速度[2】。

最近有人用二次曲线石2+ay2+如+cy+d=0

单点逼近给出了一类(单参数)三次收敛的方法，把

抛物线、圆、椭圆和双曲线(甚至Newton法)都作为

它的特例口J。

2多点曲线法

2．1二次曲线法

若采用过两点(％，八茹。))和(石。一，／(菇川))的

二次曲线法，即令

Y=o(石一菇。)2+b(戈一搿。)+c，

并设其过两点(名。，八戈。))和(茗川，厂(菇川))且满足

在点(髫。以菇。))的切线条件，则可以得到只含一阶

导数的两点迭代公式

菇。：菇。一f—'(x—n)—T-—√f瓦'2(x_n)—-4一af(x,,)1 ，(1)菇。+ 2菇。一——————————■f：■—————————一， I l，

其中

八戈。)一／．(茗。一。) 厂(戈。)

式(1)具有超二阶收敛速度，可以求复根，有时可以

同时求得两个根。

同样，若采用过两点(戈。，f(戈。))和(菇川，f

(戈川))且满足在点(髫。以菇。))的切线条件，并结合

反函数法则，即令

名=a(y一八戈。))2+b(y一八z。))+c，

则可以得到一个只含一阶导数的两点迭代公式

‰。=矾¨帆一黠， (2)

其中

，l= !
一

兰翌二兰2二!
”g(x。)(八菇。)一以戈。一。)) f(x。)一八冀。一，))2。

式(2)具有超二阶收敛速度，且收敛域与Newton法

相当。若口=0，则式(2)就是Newton法公式。

2．2三次曲线法

若采用过两点(石。，f(菇。))和(％一。，八菇川))并

满足此两点切线条件的三次曲线法，可以得到只含

一阶导数的两点迭代公式

Xn+l：”珙一矿：(¨一ay气¨，(3)剐n一歹丽了一够㈠)一 (‰)’ 【j’

其中

， 3(髫。一髫。一1) 2忙顶习i瓦j酽一．死万顶习j丽一
．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．：!!．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．一．尸(石。-1)(厂(名。)一厂(戈。一1))’

2(x。--X¨) 1

伙％)叫石。一，))3。厂x。)妖％)川‰一，))2
+

厂(石。一。)(厂(茗。)一八菇。一。))2‘

它可类比于Householder方法(三阶方法)的离散情

形[4】。Householder方法(有多种导出方式)为

Xn+l----""石n一黠一崭扫2‰卜一死万一面钾∽n)．
若将尸(髫。)d丛鼍}掣代入上式得

以戈。) 厂(石。)一厂(菇川) ，：，、'Xn+l----Xn一死了一面丽了阿i习∽小
此方法只含一阶导数，且利用两点(石。，f(戈。))、

(戈。一，以石。一。))的导数信息和(髫。以石。))点函数值，

收敛速度为超二阶。它与式(3)相比，速度要快一

点，但收敛域要小得多。

若采用过三点(‰，f(戈。))，(菇川，f(‰一，))和

(茗。一：以菇。一：))且满足(搿。，f(戈。))点的切线条件的

三次曲线法，可以得到只含一阶导数的三点迭代公

式

‰·≈。一器彤㈠)∥㈠)， (4)

其中

l

一．玎习面ijj瓦两百瓦ji而万+
(靠一靠一：)抓％一。)一八％))2一(靠一x。一。)叭靠一：)-f(z。))2

抓靠)坝％一。))2∽靠)-f(x。一：))2叭靠一。)坝‰一：))’

， 菇n一戈n一1 1

一抓z川)一f(x。))2厂(石。)抓石¨一以‰))
a(f<x。一．)-A戈。))．

式(4)的收敛域与Householder方法接近。

若考虑过两点(名。，(z。))和(菇川，八‰一，))且

满足在点(石。以戈。))的切线条件的特殊曲线

Y一八菇。)=a(x一名。)(y-f(菇。))+b(x一戈。)，

则可以得到只含一阶导数的两点迭代公式

z。+，=石。一[厂(茗。)一af(x。)]一1火石。)， (5)

其中
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1 厂(菇。)非i1一．不=iF：瓦了’菇。一一石。 ，L石。一，一．，L省。，

3应 用

公式(1)～(5)的优点是仅用一阶导数，但收敛

速度比Newton法快，且收敛域并无明显减小。其他

高阶方法(如Householder方法等)或者含高阶导数

或者收敛域变小，甚至二者都有，因此提出的多点曲

线方法有一定的优越性。

·(1)在方程的求根过程中，经常遇到导数为零

或Jacobi奇异的情形，这时Newton迭代失败，但可

以利用一些特殊的格式进行迭代却仍然保持至少二

次或超二次收敛的速度。

(2)有些单个非线性方程的求解方法可以推广

到更加实用的非线性方程组和非线性抽象方程的求

解。如对式(5)，可以称之为推广的Halley方

法怕剖，其迭代格式为

，z。+l=z。一[F’(工。)-AF(x。)]。‘，(j。)，

{A(x。一l一工。)(F(x。一1)一F(x。))=F(x。一1)一

【F(工。)一F’(z。)(z。一l--X。)．

其中AF(x。)可以通过求解两个工作量不大的广义

的Householder矩阵坤。获得，即由

豆(工。一l一工。)=F(x。一1)一F(工。)一F’(X。)(工。一l一

工。)，

求出曰，再由詹(F(工川)一F(x。))=[-IF(x。)求出

曰，则詹就是AF(x。)。

注．若恬|I=llyII，则存在Householder矩阵日，

使得Hx=Y，若忙0≠IlylI n_工≠0，则存在广义的

Householder矩阵定义为

豆=aH-------IlyII／llxlln，使得Hx=y。

4数值算例

数值计算全部用程序Matlab7．1完成。

例1求下列非线性方程的根：

八菇)言茗3—2． (6)

令菇o=1(石一l=2)。

例2鲍威尔奇异函数(取石‘0’=(3，一1，0，

1))：

F(髫)=(^(茗l，石2，石3，戈4)，工(戈l，菇2，菇3，髫4)，五(茗l，

名2，省3，菇4)Z(石1，茗2，聋3，菇4))，彤+=(0，0，0，0)，

)=戈l+10x2，

)=√写．(石，一戈4)，

)=(石2—2x3)2，

)=湎(茗1一X4)2．

(7)

fi-1 3㈣】 三角函数(取菇(o)=忐(i1，⋯，

i1))，凡=500。茗。=(o，⋯，o)，

z(菇)=n一善c。嗡+i(1一eosxj)一sinxj，i=1，⋯，
／7,． (8)

以x(o’和茗(1’(戈‘o’的Newton迭代点)为初始点的式

(5)和Newton法迭代比较见表1。

表1数值结果比较

Tablel Contrast between numerical results

5结束语

提出了求解非线性方程的多点曲线法，该方法

还可以在非线性方程组的求解过程中有所发展，特

别是在扩大收敛域和奇异问题方面。该方法一方面

避免了高阶导数，另一方面又能保持较高的收敛速

度。
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