
2009年第33卷

第4期

中国石油大学学报(自然科学版)

Journal of China University of Petroleum

V01．33 No．4

Aug．2009

文章编号：1673-5005(2009)04-01 12-06

Maxwell流体在内壁面沿轴向做往复运动的

环空内的流动规律

黄善波1，李兆敏2

(1．中国石油大学储运与建筑工程学院，山东东营257061；2．中国石油大学石油工程学院，山东东营257061)

摘要：根据动繁方程和本构方程，建市Maxwell型黏弹性流体在内壁面滑轴向做往复运动的同心环卒内流动时的数

学模型，并采用固有函数法进行理沦求解，得到环空内速度的分析解。结果表明：受内壁面周期性往复运动的影响，

环空内的速度和平均速度均随时间坚现周期性的变化；流体的弹性和内壁面运动的频率对速度和平均速度的影响

规律相似；流体弹性或运动频率的增加将改变部分时刻速度分布曲线的形状，存在着使平均速度变化幅度最大的弹

性和频率；壁面运动的振幅只改变速度、平均速度的变化幅度，环空间距的减小扯平r速度的抛物线型分布，并使周

期平均速度减小。
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Law of Maxwell fluid flowing in annuli with

inner wall reciprocating axially
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Abstract：Based Oil the momentum equation and the constitutive equation．a mathmatical model for Maxwell viscoelastic fluid

flowing in annuli with the inner wall reciprocating axially Was set up．An analytical solution for the velocity Was obtained by

the method of eigen function．The results show that under the influence of the reciprocating movement of the inner wall，the

velocity and the average velocity in annuli varied with time periodically．The influence of the fluid elasticity on the velocity

and average velocity Was similar to that of the oscillating frequency of the moving inner wall on them．The increase of fluid e-

lasticity or movment frequency of inner wall would change the velocity profile in annuli at some moments．There existed an e—

lastic coefficient or oscillating Reynold number which corresponded to the maximum variation of velocity and average velocity．

The amplitude of reciprocating movement changed the extent of velocity and average velocity variation only．The parabolic

distribution of velocity was leveled by the decrease in annular space，which also diminished the cyclic average velocity．

Key words：viscoelastic fluid；annulus；axial reciprocating movement；Maxwell fluid

由内、外两个肇面构成的环形通道(环空)是工

程中常见的流动通道之一，牛顿流体、非牛顿流体在

环空内的流动规律已经研究得比较充分|1引。这些

研究工作大多是在环空内、外壁【白i相对静止且流动

处于稳定状态的条件下进行的，但是T程中还会遇

到流体在内壁面沿轴向不断地做往复运动的环空内

流动时的情形，如采油工程中作为内壁面的抽油杆

在生产过程巾就是沿轴向不断地做往复运动。由于

受内壁面往复运动的影响，此时环空内的流动是非

定常的，这增加了流动规律研究的复杂性。部分学

者对非牛顿流体在内壁面沿轴向做往复运动的偏心

环空内的流动规律进行了数值分析¨mⅢJ。笔者采

用理论分析的方法研究Maxwell型黏弹性流体在内

壁面沿轴向做往复运动的同心环空内的流动规律。
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1物理及数学模型

在如图1所示的内壁面半径为尺；、外壁面半径

为尺。的同心环空内充满了物性参数为常数的不可

压缩黏弹性流体，初始时刻突然受到恒定压力梯度

dp／dz的作用，与此同时内壁面以正弦规律沿轴向开

始做周期性往复运动。

图1 同心环空的物理模型

Fig．1 Physical model of concentric annulus

作假设如下：(1)忽略黏性耗散效应；(2)忽略

人口段效应，流动已充分发展，即环空内具有如下形

式的速度场：

u，=“。=0，U。=“(r，t)． (1)

这样，柱坐标系下环空内流动的运动方程町简化为

P—Ou：上昙(玎。)+G：． (2)一Ot。一r面L玎“，+“=‘ (z)

其中

G：=一dp’／出，P+=P+pgz．

式中，丁。为剪切应力，Pa；G。为环空内的压力梯度，

Pa／mo

由于Oldroyd速率型本构方程中的上随体

Maxwell模型给出的法向应力差基本符合试验结

果¨5|，冈此这单采用卜．随体Maxwell模型作为黏弹

性流体的本构方程，表示为

丁”+人79 2
poA”，

其中

》=警+Ⅱk等一一誊一r诸孑．
式中，A为黏弹性流体的松弛时间，S；ix。为流体的零

剪切黏度，Pa·s；r9为偏应力张量的逆变分量；A9为

一阶Rinlin—Erickson张量的逆变分量；r”为上随体

导数。

根据式(1)中的速度场，柱坐标系下本构方程

中的丁。可表示为

丁。+A孥：p。塑． (3)丁m+A百2 po～Or。
(3)

由运动方程(2)和本构方程(3)可以得到

P(A紊+詈)=p。(辜+上r塑Orll+G；．(4)
方程(4)应满足的定解条件为

初始条件：t=0时，“=0；

边界条件：在内壁面r=R；处，M=M。sin(tot)；

在外壁面r=R。处，M=0．

式中，“。为内壁面做往复运动的振幅，m／s；to为运动

的频率，S～。

式(4)就是黏弹性流体在内肇面沿轴向做往复

运动的环空内流动时的数学模型。

2 数学模型的求解

为便于分析，定义如下的无量纲参数：

一 r—t 弘o￡一 ⅡleoM
r

2瓦√2瓦2蕊一2一Uc 2—n20—C,‘
式中，t为流动的特征时间，s；“。为特征速度，m／s。

将各无量纲参数代入到式(4)中，整理得到无

量纲的数学模型为

肌≥+嚣=≯02U+÷警+-， (5)

瓦l ko=0，

面l，：。=Asin(Re，i)，西}，：l=0，

其中

Ha=Apo／t,Rj，A=Uo／u。，Re，=JD∞R2。／缸o．

式中，舶表示流体弹性大小的无量纲数，舶越大表
示弹性越强；A为内壁面往复运动的无量纲振幅；

尺e。为振荡雷诺数；a为环窄内外半径比。

为了将非齐次定解条件齐次化，令

瓦(i，i)=面(i，z)+面(i，z)，

将其代人到边界条件中，解得

面(i，f)=砷sin(Revz)．
有

瓦(i，z)=雷(i，i)+砷sin(Re，z)．(6)
再将式(6)代人到式(5)中，整理得到

仃H口a孑Ozb+蠹=矿02i；+÷等+八i'-)， (7)

移l f：o=0，

面l i：。=0，移l例=0．

其中觚牡t+÷学+砷眠×
[舶胁，sin(Re，i)一C08(Re，i)]．
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数学模型(7)为非齐次抛物型偏微分方程的定

解问题，可采用固有函数法¨刮求解。首先由分离变

量法得到如下的本征函数：

R。(p。，i)=Y。(卢。)Jo(届。i)一J。(卢。)Y。(卢。i)．

式中，厶，y0分别为第一类和第二类的零阶Bessel函

数；声。是Bessel方程

Y。(卢。)J0(口。Ot)一J0(卢。)Y。(卢。a)=0

q=
(熊一HaRe：)C。+Re，C2
(al—HaRe：)2+Re：’

一 尺e，C1一(Ca一舶Re：)c2
％一弋万j历函—瓦■’
通过对常微分方程(12)所对应的特征方程根

的讨论，得到它的通解为

(1)当l一4肌谎>0时，

的正零点。 rm。(i)：鱼二善警(exp(r2i)一exp(印))+
征函数展开，得暑尝(rtexp(r2i)一，2exp(rI-))+z(≠)，

瓦k=o 2互L(o)Ro(胁)， (8)其中 一——
珩，_)：妻驰)蹦鼬-)' (9)卜T-1+√／i-4Haft2,,,’r2=l≤拶．
“于，i)=∑厶(i)R0(p。，尹)． (10)

利用Bessel函数的正交性，得到

厶(i)=co+Cl sin·(Re，i)+C2COS(Re，i)，

(11)

其中

co=志一=等等警铲，岛一粼小fro(／；∥油，L2一瓦研百i可^2 ∥川r'

，一R，(卢。，1)一aR。(p。，仅)
11一

卢。
’

，2=j[?2Ro(13。，i)di=垒i!望立二三2—乏掣+
竺!!望竺!!!二竺墨!!壁竺!!!二生

熊
’

R。(卢。，i)=Y。(p。)J。(卢。于)一Jo(卢。)Y。(卢。i)．

式中，J。，Y。分别为第一类和第二类的一阶Bessel函

数。

将式(9)和(10)代人到方程(7)中，整理得到

学+壶型+H--襞T．(di 牡等．(12)dZ2 ’砒 。7一舶’、1‘7

假设在初始时刻L(i)为时间i的线性函数，并由式

(8)，(12)得到它的定解条件为

驰)_0，鲁L=c0+c2．
二阶非齐次方程(12)的一个特解为

喇”2蠢+CA si“mJ)+Gco“mv_)-

其中

式中，，．1，，2为特征方程的两个不等实根。

(2)当1—4日程=0时，
L2(i)=(Co+C2一CARe，)／exp(ai)+

旦生。=产(一l+口z)exp(口i)+巧(i)，
其中

1
．

rI
2

r2 2口2一獗’
式中，a为特征方程的两个相等实根。

(3)当1—4Hafl2,,,<0时，L，(z)：皇立二!』半exp(。z)。in 6i+

％挚exp∽)(asin bi-bcos bi)吲九
其中口=一壶扣掣．
它们来自特征方程的两个共轭复根，

． 一1+i,,／4haft．一1 —1一i√4月如磷一1
r～ 一．．-．．．．．．．．．．．．．__---．．．．．：．．．．．．．．．．．．．．：．．--：：_．-_．．．．一。1— 2舶 一2— 2胁

‘

这样，由式(6)和(9)可以得到定解问题(5)的解为

瓦(巧)2}寿《n(忍v_)+。一纛，。％(i)R(风，I)+
∑r以(i)尺。(卢。，i)+∑‰(i)尺。(卢。，i)．

(13)

式(13)就是黏弹性流体在内壁面沿轴向做周期性

往复运动的环空内流动时速度分布的分析解。

环空内的平均速度定义为

u。=志』：12盯r“dr，‰2 i两J凰押Ⅲ打’
 万方数据



第33卷 第4期 黄善波，等：Maxwell流体在内壁面沿轴向做往复运动的环空内的流动规律 ·115·

带入无量纲参数，整理得到

Um=警=击扣一-2瓦5 fi上Ⅲ肿。
将速度分布式(13)代入到上式中，可以得到环

空内的平均速度随时间的变化规律。

3 计算结果分析

3．1 速度分布规律

在内瞳面以正弦规律在环空内做周期性往复运

动的情形下，当流场随时间呈周期性充分发展状态

时，不同Ha数的黏弹性流体在某周期内不|一j时刻的

速度剖面见图2。由图2看出：低Ha数下(即流体的

弹性较弱)环窄内任一时刻的速度分布均近似为抛

物线犁，虽然不同时刻环空内的速度分布曲线周期

性地随内肇面移动，但抛物线的形状基本上不变

(图2(a))；随着Ha数的增加，流体的弹性效应增

0．15

0．10

j 0．05

簧 。

一0．05
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艘

O·30

0．15

毒

魁
镧

。

强，环李内部分时刻的速度分布曲线发生了变化，特

别是在周期开始(t=0，t=r／8)和即将结束的一

段时间内(f=3t／4，￡=7疋／8)，速度的抛物线型

分布不再明显，某些时刻(t=0，3r。／4和7t／8时)

环空内甚至出现整体逆流现象(图2(b))；随着流

体弹性的进一步增强，在前半周期内(0<t<r／2)

速度分布曲线发牛变形，某些时刻内、外壁面附近流

体的速度变化不冉同步，在后半周期内速度分布曲

线仍为抛物线型(图2(C))。总体而言，受内壁面运

动的影响，内壁面附近流体的速度变化幅度要远远

大于外壁面附近流体的。

振荡雷诺数Re。对速度剖面的影响规律类似于

流体弹性的影响，如图3所示。振荡雷诺数较小时，

环卒内不同时刻的速度分布均呈现出近似抛物线型

(图3(a))；随着Re。增加，它对环窄内速度分布曲

线的影响类似于图2(C)中的变化规律。
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图2 不同黏弹性流体环空内的速度剖面(Re，=2．5，吐=0．1，A=0．1)

Fig．2 Velocity profile in annular for different viscoelastic fluids
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8

图3 不l司月P，数F环空内的速度剖面(Ha=1．0，a=0．1，A=0．1)

Fig．3 Velocity profile in annulus at different Re，number(Ha=1．0，a=0．1，A=0．1)

图4中给出了内壁面往复运动的振幅变化对速 图中表明，随着环空半径比的增加，内壁面对流体速

度剖面的影响。图中表明，振幅的变化基本上不影响 度的影响范围逐渐加大，体现在大a下流体的抛物

速度剖向形状，但是振幅越大，内壁面附近流体速度 线型速度分布被扯平，环空内的正向和反向的最大

的变化幅度越大，环空内流体的最大速度就越大。 速度均在内壁面处。

不同环空问距下的瞬时速度剖面如图5所示。
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图4 不同振幅下环空内的速度剖面(Ha=1．0，Re。=2．5，a=0．1)

Fig．4 Velocity profile in annular at different amplitude

(r—a)／(1一a) (r—a)／(1一口)

(a)a=0．2 (b)a=0．6

图5 不同环空间距下的速度剖面(Ha=1．0，Re，=2．5，A=0．I)

Fig．5 Velocity profile at different annular space(Ha=1．0，Re，=2．5，A=0．1)

3．2 平均速度的变化规律 度的变化幅度随Ha数的增加而增大，并在某Ha数

环空内的平均速度变化反映了环卒中的流量变 下达到最大值。此后再随Ha数增加，速度变化的幅

化。稳定周期内不同黏弹性流体及雷诺数的环空平 度却开始减小。低Ha数下平均速度和内壁面运动的

均速度随时间的变化规律见图6。由图6(a)可见， 相位基本一致，但随Ha数的增加，和内壁面运动的

由于受罐面周期性运动的影响，平均速度随时问也 相位差逐渐增大。

呈现出周期性的变化规律。在Ha数较小时，平均速
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图6 Ha数，Re，数对平均速度的影响

Fig．6 Influence of Ha number and Re，number on average velocity

由图6(b)可见，当尺e。较小时，平均速度的变

化幅度随m，的增加而增大，并达到最大值；尔后又

随尺e，的增加而减小，但相位差总是随m。的增加而

增大。

振幅与环空间距对平均速度的影响规律见图

7。由图7(a)可知，振幅越大，速度变化的幅度就越

大，平均速度变化的幅度也越大。图7(b)表明，间距

对平均速度随时间的变化规律没有影响，变化幅度

m
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0

0

I玎毯嘲霹}
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也大致相同。但是，环空间距对流体自蜩期平均速度． 平均值越小，即环空内的流量也就越小。

有比较大的影响，间距越小，环空的周期平均速度的．．
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图7 振幅、环空间距对平均速度的影响

Fig．7 Influence of amplitude and annular space OR average velocity

Chem Fundam，1979，18(1)：33-35

(1)受内壁面往复运动的影响，环空内的速度

和平均速度均随时间呈周期性变化。

(2)流体的Ha数和内壁面往复运动的冗e。数对

速度分布的影响规律相似，Ha数或舶。数的增加将

改变部分时刻速度的抛物线型分布；壁面运动的振

幅基本不改变速度剖面的形状，但影响到速度变化

的幅度；内、夕卜．半径比的增加扯平了速度的抛物线型

分布。

(3)Ha数和Re。数对环空内平均速度的影响规

律相似，平均速度均随Ha数或尺e。数的增加而增

大，达到最大后义随其增加而减小；平均速度的变化

幅度随振幅的增加而增大；周期平均速度随环空间

距比的增加而减小。
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