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块斜循环矩阵预条件方程组的快速算法

鲍文娣，李维国

(中国石油大学数学与计算科学学院，山东东营257061)

摘要：应用快速Hamey变换和快速w变换得到了钟新的求解mn阶块斜循环矩阵预条件方程组的快速算法，其计

算复杂度为o(肼。log：(mn))。特别的，当m=1时，新算法所需运算量仅为预优迭代算法的÷。
J
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循环矩阵是一类很重要的特殊矩阵，它在数字

图像处理‘“、线性预测、误差控制码中起着重要的

作用，而循环分块矩阵在计算机时序模型滤波器设

计中经常出现，因而，近年来对这类矩阵的特性及有

关快速算法的研究，引起了人们的普遍重视。成礼

智等”给出了一种循环类预条件方程组的快速算

法，张耀明”1研究了块循环矩阵方程组的算法，而T
K Ku则利用预优矩阵和快速Fouier变换(FFtr)讨

论了斜循环矩阵预条件方程组的求解方法”J。笔

者利用快速Hanjey变换(FHT)和快速w变换

(FwT)给出一种求解mn阶块斜循环预条件方程组

的新的快速算法。

1引理与算法推导

定义l实数域j二分块矩阵

A

称为块r一循环矩阵，其中A：(i=0，l，2，⋯，n一1)为

m阶矩阵，简记A=口c，(A。，Al'一，A川)；当r=一

1时，A为块斜循环矩阵，记为A=口c一，(A0，A，，

⋯，A。)；当m=】，r=1时，A为循环矩阵，记为A

=cir(Ao，Al，．一，A州)；当m=I，r=一l时，A为斜

循环矩阵，记为A=cir一。(A。，A∥一，A川)。

令以=(J篡)⋯，J=1，2，3为n阶矩阵，其元素
分别为

㈣一f1，i+后=n一1，o≤i，后≤n一1，
“。 Io，其他．
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r1，i=后=O，

，嚣={一1，i+＆=n，l≤i，≈≤n一1，
【o，其他．

r1，i=0，矗=n—l，

’譬={一l，i—A=l，o<i≤n一1，o≤^<n—l，
【o，其他．

记

^=^oj。，，=1，2，3， (1)

且定义嚣=(J。)⋯为n阶置换矩阵，其元素分别
为

r1，江女=O，

J．．^={l，i+居=n，l≤i，盎≤n一1， (2)

【O，其他．

考虑下列mn阶块斜循环预条件方程组：

(c。+‘，。c2)x=6， (3)

其中，c．=曰C一．(c。(0)，c。(1)，⋯，c．(n—1))，B

=口c。(c：(O)，c：(1)，⋯，c：(n—1))均为mn阶

块斜循环矩阵，且c。(A)，i=1，2；≈=o，1，⋯，n—l

为m阶循环矩阵，^由式(1)给出。

首先引进离散H变换(DHT)旺、离散w变换

(DwT)及广义DwT的概念。

设*(f)，i=0，1，⋯，n一1是一个实序列，其离

散Hanl8y变换(DHT)定义为

州)=去篡圳ms(学)，t=0’卜一扩，．√nI=0 、⋯
其中，∞J(Ⅱ)=cos(n)+sin(口)，变换矩阵

H=专。s(竽)：1 ㈩

称之为11artley变换矩阵，易证矿日=L，日=日T。
实序列Ⅱ(i)，i=O，1，⋯，n一1的DwT”’定义

为

螂)2√音磊州)‰ (5)

=sin【詈+“+州☆+卢)铡扣o’l
“，口为实数，变换矩阵

=√鲁hk∥，k_o’”“，n_l
当(a，卢)=(÷，o)，(o，÷)，(寺，丢)时存在快速w
变换(FWT)，上述i种变换分别为DwT．Ⅱ，

DwT．Ⅲ和DⅥ呵-Ⅳ，而变换矩阵分别记为伽Ⅱ，霄Ⅲ，

何Ⅳ，易证帆=伽。且雠由Ⅱ=f。
设wⅡ=伽Ⅱ@j。，wⅢ=霄Ⅲ0f。，矩阵序列

{A。}，i=O，l，⋯，n—l，A．为m阶实矩阵，则有下式

成立：

WⅢ 叫
n—J

∑A灿。
‘70

4一i

∑Am，

^一】

∑A双一
巨 日．f61

其中‰．=sin[詈+(＆+÷)等】。由DwT-Ⅲ定
义易知，式(6)中的丑可以通过m2个n维向量的

DwT一Ⅲ变换得到。定义序列{A。(i，f)}，e=0，l，

⋯，n一1，其中A；(i，z)为矩阵A。的第i行第z列位

置上的元素，当固定i和z时，利用DwT-Ⅲ即可得到

序列{口。(i，f)}，A=o，1，⋯，n一1，称由m2个n维向

量DwT一Ⅲ得到口的过程为广义DwT-Ⅲ，记为

GDWT．Ⅲ。

引理1”1 设cⅢ与sⅢ为wⅢ的余弦与正弦部

分，即wⅢ=sⅢ+cm，．，：(i=l，2，3)由式(】)给出，

则

．，l=以^，．，1wⅢ=wⅢ以，

^C2=C3=丑c一，(一c2(1)，⋯，一c2(Ⅱ一1)，

c2(o))=口c一。(c3(o)，⋯，G(n—1))． (7)

证明 直接计算可知

t，。=五厶，捌=j，cⅢ五=cⅢ，sⅡ^=一sⅢ，(8)

利用式(8)易证．，。w。=w。^。应用块斜循环矩阵

的性质，即有式(7)的第3个等式成立。

引理2【7 设n阶斜循环矩阵A=c打。(A0，

A∥”，A。)的特征值A^(0≤☆≤n一1)满足A女=

ReA^+jImAt，j=／一l，ReD^=diag(ReAo，ReAl，

·一，ReA¨)，IfnD^=di89(ImAo，ImAl'”，ImA¨)，

置换矩阵，．由式(1)给出，则

w：AwⅡ=ReD^+^IlnD^． (9)

由引理l易知定理1成立。

定理1设mn阶块斜循环矩阵C(g=1，3)与

引理1中相同，^由式(1)式给出，n阶斜循环矩阵

Ait=cir。(c。(o)(i，七)，c。(1)(i，昂)，⋯，c。(n一

1)(i，^))的特征值A：。。‘(o≤p≤n一1)满足A：“‘

=ReA≯‘+jImA≯8，则

wj c。wⅡ=ReD4+，】IHlD9，q=1，3． (10)

其中

Re彤=(dm)⋯=(Re砖。8)⋯，

似㈨㈠讥
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Ir国；=(d¨)⋯=(Im^；．。‘)⋯，
ReD4=di89(ReD；，ReD≯·，ReD：一。)，
ImD9=diag(IⅡlD3，In由i，⋯，IInD：一1)，

i，^=0，l，⋯，m—l；g=l，3；p=O，1，--．，n一1．

式中，c。(o)(f，^)为矩阵C。(o)的(i，^)位置上的

元素。

由于wⅡ=畦，根据引理1，线性方程组(3)等
价表示为

(哦c，wⅡ+．，，哦GwⅡ)哪j=哦6．
(11)

根据定理l与嚣=f，有

E=哦clwⅡ+Jl哦c3wⅡ=ReDl+
IrIlD3+一(Re∥+IHlDl)． (12)

下面讨论Re(D‘)和Im(D1)(i=1，3)的求法。引理3㈣设仉+=cos(半)+
。i。f垡蔓±_垃血1j，i，^：o，1，⋯，。一1，。阶斜循环

矩阵A=cir一。(A。，Al'一，A。)，则矩阵A的n个特

征值为

A}=∑A：％，≈=o，l，⋯，n一1．
定理2设矩阵序列iE(^)(1，：)f，^=0，l，

⋯，n一1，i=1，3(其中c。(”(1，：)表示矩阵C。(^)

的第一行)的GDwT．Ⅲ为{O．(t)}，％=o，1，⋯，n
—l，i=1，3，令

Qi(七)=cir(O。(矗)(1，o)，O。(盎)(1，1)，⋯，

Q。(五)(1，m一1))，

^，；(^)=孚(Q。(^)+Q。(n一^一1))， (13)

鸠(^)=譬(Q。(^)一Q；(n一^一1))，

i=l，3，^=O，l，⋯，n—l，

则

Re(D‘)=diag{Ⅳ．(0)，M(1)，⋯，Ⅳ。(n—1)}，

Im(D|)=di89{M(0)，』lf。(1)，⋯，M(n—1)}，
i=1．3．

(14)

证明 由GDwT-Ⅲ的定义得

Q·(‘)2√音荟cz(f)(】1，：)‰

‰一划n【詈+(t+÷)等】'
后，f=0，l，·．．，n一1，i：l，3． (15)

k，Z=0，l，⋯，n一1．

由于式(15)中的C(z)(i=l，3，￡=O，1，⋯n—1)

为循环矩阵，进而由引理3及三角关系式，即有式

(14)成立。

由式(11)一(14)知，线性方程组(3)可用如

下NFwT算法进行求解。

①根据GDwT一Ⅲ的定义，计算实矩阵序列

{c。(i)(1，：)l，}c，(i)(1，：)}(f=0，1，⋯，n—1)

的GDwT一Ⅲ，并分别记为{Q。(i)}，{幺(i)}，计算5

=瞩6。
②计算

Q；(i)=cir(Q；(i)(1，o)，Q^(i)(1，1)，⋯，
仉(i)(1，m一1))，

ReD}华(Q。(；)+幺(n—i—1))，

IItlD!=等(蛾(i)一Q。(H—i—1))，

i=0，1，·．．，n一1，后=1，3．

③根据式(12)和式(14)构造交叉块对角矩阵

E，求解方程组毋=6。
④计算向量j=w。J，得到的向量J即为方程

组(3)的解。

注意到Q。(f)(％=l，3，i=O，1，⋯，n一1)为

循环矩阵，结合文献[1]中的方法，可以进一步减少

运算量，下面讨论算法中③的求解过程。

由定理2及式(12)知，算法中第③步毋=5，

可以通过求解z(当n为偶数时，z=÷，当n为奇数

时，f=掣)个实系数2m阶线性方程组和^(当n
为偶数时，^=o，当n为奇数时，％=1)个实系数m

阶线性方程组得到。

考虑2m线性方程组的求解，令

如瞄笼卜=(H M：三)，

耻(：三)，

坦+l
n

@一瞄≮
知

．口
可Lr牌萼

接

j

直

‰
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e：f日01占
＼O日，

17l

f=0，1，⋯，2一

I．

由定理2知，M。(Ⅳ．，i=0，1，⋯，n—1)均为循环矩

阵，用文献[2]中的方法，可知

A。z．=C， (16)

其中

，i；：fR洲-+片1“Ⅳ；趾M～，+E hn鸭一，1，
＼Re肘。+片如谢i ReM—l+E11吨一l／

由式(16)可知，2m阶的线性力+程组可以通过

求解一些4阶的线性方程组得到。类似地町以讨论

m阶线性方程的求解。

2 运算置分析与比较

容易看出，算法NFwT的主要运算量为3m个n

维向量的DwT．m(步骤①中的运算)、4n个m维向

量的FHT和半个4阶实线性方程组的求解(步骤③

中的运算)及m个n向量的DwT一Ⅱ(步骤④中的运

算)，『『iin维向量的实DwT-Ⅲ、DⅥ丌一Ⅱ和FHT算法

的运算量几乎相同，约为

实乘：詈log：n+o(n)，实加：等109：n+o(n)。

因此，算法的主要运算量为o(mnl092(mn))。

与FFT算法相比，本文算法在一定程度七避免了复

运算，从而减少了运算量。特别的，当m=1时(式

(3)为文献[4]中所讨论方程组的类型)，本文算法

所需运算量仅为文献[4]中算法的÷，可见本文算

法是相当有效的。

为了进行比较，首先将文献[2]，[4 1中提到的

算法推广到块斜循环矩阵预条件方程组。对文献

[1]中的算法进行推广可得到算法BFwT，对文献

[3]中的两种共轭梯度法进行推广，则有算法

PCC—TA．KANG KU和MCG—TA-KANG KU。

2．1 算 法

2．1．1 BFwT算法

(1)计算Dl=c：cl，D2=a c2，c=D。一D：；

(2)利用w变换计算A=c》，6：=c；．，．6以

及向量差6，=61—62；

A=

(3)求解斜循环方程组：ct=6，。

若设A和△A为下面形式的块斜循环矩阵

△A=

Ao Al
⋯ --·

A。一

A1

Ao
●

●●

一A。2

●●●
-●●

。以【
⋯

O +．

● ●

-●
-●

≥。主
一

A1 ⋯
A。一2 A¨ 0

令蜀=A+△A，根据文献[4]，可得块矩阵c=a

+J．c2的预优矩阵为

P=Kc．+JKc，．

2．1．2 PcG—TA．KANG Ku算法

P一110t=P一‘西．

2．1．3 MCG～TA—KANC Ku算法

(P一1CP一。)jk=P一16．

2．2 数值算例

例1 求解mn阶块斜循环矩阵预条件方程组

(c。+J。c2)x=6(m=1，n=900)，

其中

C。=Bc。(c．(1)，c。(2)，⋯，c。(n))，i=1，2，
1 1c，(o)2丽i!丽，c2(‘)2南，

Z=1，2，⋯，m．

为了保证有解，令6=(c。+．，。c2)，，y(i)=i，

i=1，⋯，mn。因为rank(c】+'，】c2)=900，所以方

程组只有一个解，记数值解为女，计算结果见表l。

表1 用不同算法计算例1中矩阵的误差和所需时间

注：PcG、McG为两种预优的共轭梯度甚预优矩阵P由文献[4]

得出。

需要指出的是，K：(c。+，。c2)=85．222，若用

文献I 4]中TA．KANG Ku给出的预优矩阵P，得到

的矩阵P_(c。+_，。c：)的条件数为：K：[P卅(c，+

_r，c2)]=85．169，即预优后矩阵的条件数没有明显

的改进，而本文算法则可以利用4个n维向量的

DwT一Ⅲ运算量得到问题的精确解。

_

．A■．“。■．．^?“仁舭卜

1

n一)

M

一【‘

+

一n
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例2 求解mn阶块斜循环矩阵预条件方程组

(cI+．，1 c2)x=6(m=2’，n=27)，

其中c。=Bc一。(C。(1)，c。(2)，⋯，c。(n))，i=l，

2；c。(Z)(f=1，2，z=1，2⋯，n)均为m阶循环矩阵，

且有

cl(z)=cir(2(n—f+1)+m一1，2(n—z+1)+

m一2，⋯，2(^一，+1))，

c：(f)=cir(2(z一1)+m一1，2(z一1)十m一2，⋯，

2(f—1))，Z=l，2，⋯，n．

为了保证有解，令

矗=(c1+J【c2)，，y(i)=j，i=l，⋯，mn．

记数值解为￡，因为rank(c。+_，。c：)=576，即方程

组有多个解，所以只考虑6与A叠的相对误差即可，

只要相对误差足够小，则可说明算法正确。计算结果

见表2。

表2 用不同算法计算例2中矩阵的误差和所需时间

3 结 论

(1)利用FHT和FwT求解块斜循环矩阵预条

件方程组，与FFT方法相比，避免了复运算，从而提

高了效率。

(2)新的快速算法是一种分解算法，它将原问

题分解为一系列相互独立的子问题，子问题具有较

小维数，这使得算法具有更高的计算效率，且适用于

并行计算，这对于大规模或超大规模矩阵的求解优

点突出。

(3)新算法是斜循环矩阵预条件方程组的一种

推广，当m=1时，便是斜循环矩阵预条件方程组。
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