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引理7 2∈Bo当且仅当夕兰±1mod 8，q三±

1mod 8，或者p三±3m。d 8，q三±3m。d 8。

证明 假设2∈Bo，由Bo的定义，存在一个整

数s和一个偶数i使得2=咖i，0≤s≤P一1，0≤
i≤2卵一1。由户，g和z的定义，有

2mod户=g■2mod户=旷+2mod户，

2m。dq=g■2modq=旷m。dq．

如果s是偶数，则2是模声和q的一个二次剩余，由

二次剩余定理，户三±1mod 8，q=±1mod 8；如果s

是奇数，则2是户和q的一个二次非剩余，所以，乡

三±3mOd 8，q=±3m。d 8。假设2每Bo，则2∈B1，

由Bl的定义，存在一个整数s和一个奇数歹，0≤s

≤P一1，0≤J≤2卵一1使得2=蒯m。d(加)，则
2modp=g掣mod夕=旷+7mod户，

2modq=g七一删q=旷modq．
如果s是偶数，则2是模声的一个二次非剩余，是模

q的一个二次剩余。所以，由二次剩余定理，户兰±

3mod 8，q=±1mOd 8。如果5是奇数，则2是模p的

一个二次剩余，是模q一个二次非剩余。所以p三±
1mod 8，q=±3m。d 8。

引理8

1+，z乞}mOd 2，尼∈P，

s(d6)：{
拥

l孢≮』mod 2，忌∈Q．

证明 如果尼∈Q，由引理1，4和2得

s(口6)=∑a胁+∑口艇=∑1+∑口觑=
z∈P

I∈Bl
i∈P

i∈Bl-

咒掣mod 2．

如果惫∈P，由引理1，2和4，得

s(口6)=∑口6i+∑a6I_∑ai+∑口觑
I∈P I∈Bl I∈P I∈Bl

=1+，z掣m。d 2．
二咒

令p=扩是护一1的一个夕次单位原根，A=口。是

∥一1的一个q次单位原根，则

zp一1=(z一1)Ⅱ(z一口i)，
i∈Q

一一1=(z一1)Ⅱ(z一口曩
f∈P

定义d(生)=Ⅱ(z一口i)，因为m 9(加)=
z∈z二

(p一1)(q一1)，deg(矗(z))=9(pq)，贝4 d(z)∈

GF(2)[z]。

定义d，(z)=Ⅱ(z—ai)，歹=o，1，如果2∈

Bo，则2Bo=Bo，2Bl=B1，西(z)2=Ⅱ(z2～
i∈弓

口2i)=西(z2)。所以

弓(z)∈GF(2)[z]，d(z)=do(z)d1(z)，

∥一1：垃尘型血三型巫尘：
Z一1

(zp一1)(zq一1)矗o(z)d1(z)
z—l

由引理5，如果2∈Bo，则S(口)和1+S(a)中有且

仅有一个为0。如果选择一个固定的口，使得s(口)

=O，则有定理l～4成立。

定理1 (1)如果夕兰q三1mOd 8或者p三q

三5m。d 8，那么

L(，。。)：垃』錾虻卫，
，冈一1m(z)2石芦三赢‘由a的选择)；

(2)如果户三1mod 8，q兰5mOd 8或者p三

5m。d 8，q三1m。d 8，那么

L(s。。)=(q一1)户，

m(z)=≤≥}(由a的选择)．
证明 由(1)和(2)的条件可知4 2挖，即2

卵。由引理8得

s(a‘)：{1删2，志∈P，
L)mod 2，志∈Q；

由引理5和6，若(1)的条件满足，则s(口)∈{0，1}。

由式(1)～(3)和引理4得

L(。o。)：N～l一(户一1)一垃—錾虻卫

一(空±!)(旦二!j
2

’

而且gcd(S(z)，zN一1)=(z户一1)矗o(z)，从而

m(z)
z加一1

若(2)的条件满足、S(口6)，1+S(矿)各{0，1}，

L(s。。)=N一1一(p一1)=户(q一1)。而且

gCd(s(矾∥一1)=矿一1，则优(z)=等}。
定理2(1)如果p三1mod 8，q三7mod 8或者

乡兰5mOd 8，g三3mDd 8则

L(。0。)：也±之}虻』，

，伽一1m(z)2石l与赢(由a的选择)；
(2)如果p三1mod 8，q三3mod 8，或者p三

5mod 8，q兰7mod 8，贝0
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L(5。)=pq一1，

m(z)：掣(由口的选择)
Z—j

证明 由(1)和(2)的条件可知，以和笺}是
奇数，乞生是偶数，由引理8得

s㈦，={：黧毪譬
由引理5和引理6，若(1)的条件满足，则S(口)∈

{0，1}。由式(1)～(3)和引理4可得，L(，o。)：加一卜血土掣
一凶±垒±g二圣一 1 ’

而且gcd(S(z)，z州一1)=(z一1)do(z)，贝0

， 、 z加一1m(z)2瓦詈赢‘
若(2)的条件满足，S(口)，1+S(a)告{0，1}，

L(soo)=加一1，而且gcd(S(z)，zN一1)=z一1，

则m(z)=智。
定理3(1)如果p三3mod 8，q三1mod 8，或

者夕三7mOd 8，q三5m。d 8，则L(，。o)：垃=j掣，
础)=≯等净幕‰(由口的选择)．

(2)如果p三3mod 8，q三5m。d 8或户兰7mod

8，g三1mOd 8，则

L(s。。)=(夕一1)(q一1)，毗)=等揣(由口的选择)．
证明 由(1)和(2)的条件可知，卵和崭是

奇数，之}是偶数，由引理8得

s㈦，={嬲裂喜三I
由引理5和引理6，若(1)的条件满足，则S(d)∈

{O，1}。由式(1)～(3)和引理4得L(5。。)=

垃二嵝虻型，而且

gcd(s(z)，zN一1)：鱼堕生12_生三冬j三毛幽，
则

础，=≯等等麓‰．

1}，从而L(s。0)=(户

gcd(S(z)，zN

1)(q一1)，而且

1)=芷{等型，
则 础，=荸渊．

定理4(1)如果p三g兰3mod 8，或者户三q

三7n10d 8，则L(，。o)：垃I掣，
m(z)=石芗‰(由a的选择)；m(z)2石芗兰赢‘由a的选择)；

(2)如果p三1mod 8，q三5mOd 8，或者夕三

5mOd 8，口三1mod 8，贝4

L(50。)=(p—1)q，

m(z)=左}杀(由口的选择)．
本定理的证明可类似地由定理3的证明得到。

4结束语

给出了ⅣUS的Whiteman广义割圆定义，并利

用割圆理论给出了其线性复杂度和极小多项式，从

而证明了Green的猜想。分析结果表明，多数MIS

具有满足密码学需要的线性复杂度。
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若(2)的条件满足，则s(口)，1+s(口)告{o， (编辑修荣荣l
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