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离散复镜像法求取层状介质的格林函数

邵长金，李相方

(中国石油大学石油天然气工程学院，北京102249)

摘要：对分层地层进行井间电磁成像时，需要求取分层介质中的格林函数。利用频率域中电磁场的边界条件，求出

频率域分层介质的格林函数，再利用傅里叶逆变换，将格林函数变换到空间域，得到以Sommerfeld积分形式表达的

解。为了避免积分中的奇异性，利用离散复镜像法将积分核用复镜像的指数求和式表示，引入广义函数柬方法，可

以在不提取积分核中表面波项的条件下，采用数值方法提取准静态项，给出复镜像点的数目、位置和强度，使得该方

法在多层介质情况下对格林函数的计算更为有效。对一个7层介质中的垂直磁偶极子的矢量势和标量势进行了计

算，离散复镜像法与Sammefield精确积分的结果吻合较好，说明离散复镜像法是比较准确的。
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Calculation of spatial-domain Green’S functions for multi-layered

media by discrete complex image method

SHAO Chang—j in，LI Xiang—fang

(Faculty of Petroleum Engineering in China Universi钞of Petroleum，Beijing 102249，China)

Abstract：The Green’S functions for multi—layered media are needed when crosshole electromagnetic imaging is applied to

stratified media，According to the boundary conditions，the spectral domain Green’S functions for multi—layered media were

formed．Then the spatial domain Green’S functions can be obtained by the inverse Fourier transformation，which ale repre—

sented by the Sammerfeld integrals．In order to avoid the singularity in the integration，the integrand was expressed tO be

suln of complex exponential terms by using discrete complex image method(DCIM)．With generalized pencil of function

(GPOF)method introduced，the number，location and intensity of images were obtained without extracting the quasi—static

and surface wave terms in the integrand，which makes DCIM more efficient for multi—layered media．As anumerical exam—

pie，the vector and scalar potential for a vertical magnetic dipole immersed in seven layers media were calculated，and the

results got by DCIM and precise integration show that the DCIM is very accurate．

Key words：discrete complex image method；layered media；Green’S function；generalized pencil of function method；Sam—

merfeld integral

目前国内外对井间电磁成像的研究均假设地层

电性参数是各向同性的⋯1，此时的Green函数非常

简单。对水平成层地层，魏宝君怛j利用矩阵求逆方

法给出了Green函数的求解过程，但在实际计算中，

由于存在计算误差，即使是奇异矩阵也可能得到它

的逆矩阵，因此，矩阵求逆方法获得的Green函数有

可能是虚假的。Li等【3J提出矩阵束(matrix pencil)

的方法，其缺点是要在Green函数进行Hankel变换

前先提取极点。离散复镜像方法(DCIM)在处理一

层或两层介质的Green函数时非常有效14j，在处理

多层介质时，需要提取Sommerfeld积分中的准静态

项和表面波项【5,63，但目前尚缺乏提取表面波项的

-可靠过程。Liu等一J采取两步迭代方法来解决这一

问题，笔者则利用广义函数束(GPOF)∽J的概念对

此进行简化，以使Green函数的计算具有较好的速

度和精度。
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1层状介质格林函数的频域表示

在研究导电介质中的电磁波传播行为时，通常

引入复电容率e 7=￡+i旦，进而引入复波数惫7=

∞／孑。其中，e，口，∥分别为导电介质的电容率、电
导率和磁导率，波动以exp(一i∞￡)的形式随时间变

化。文中的波数均指复波数。

格林函数是点源(偶极子)的波动方程的解，对

无限大均匀介质的标量问题，有

(V2+koZ)g(r，，7)=一a(r—r 7)，

它可在频域表示[9]为

加，r，，=南．J]．上毋糍×
dk。dk，dk。．

令

k=是i+是多+走i=k上+是i，
r=，上十五，r7=r 7上+z互，

则格林函数积分式有极点忌8：=愚8一忌：一志：=忌5

一是；。利用留数定理，当z>z7时，对dk：进行积

分，可得

+尹 1

少z砭靠麟p[ik。吖，)]=2irrRes×
{唑兰一}=2i兀蚓糍×
exp[ik上(r上一r7上)]exp[ik。(z—z7)]}=

乏。：exp[ik_-(r上一r 7上)]exp[ikz(z—z 7)]·

从而有

如，r 7)=南，Ldki麦eXp[i露上(，上一
r

7

f)]exp[iko。(z—z川，z>2 7．

对z<z 7，同理可求。合并后，有

g(r，r7)=南ff dk上去eXp[i七上(，．上一
，7 1)]exp(iko：l z—z

7

I)．

注意到上面的公式是对exp(ioJt)形式求得的，

对exp(一icot)形式的波动，有

g(r，r，)=南ff dk上最eXp[虬(，．上一
r 7上)]exp(i‰I z—z㈨=南』f d走上去×

exp[ik上(r上一，．7上)]exp(iko。}z—z 1)．

由傅里叶变换知，

言(k，志y)。赤eXp(i志o：』z—z㈤
就是无限大均匀介质的频域的表达形式。

对分层介质情况，如果源为垂直磁偶极子

(VMD)，因为E。=0，所以只产生TE场。设源在第

i层介质，根据上述结果，可将频域中第i层的格林

函数表示为

醒=麦[exp(一溉l z 1)+A≈eXp(一jk：iz)+

B譬exp(jk。≯)]，

砖2甄1[exp(一矧z f)+瞬vexp(一鲰)+
D弓exp(jk∥)]．

其中

A弓=exp(一j足：ih)良焉一1{exp(一jk'：ih)+

灵T“E+1exp[一j是：i(2di—h)]}M严，

B罨=exp(一j志。i(di—h))良Ti．Ei+1[exp(一j尼：i(di—

h))+哀焉一1exp(一jk。j(di+h))]M严，

c≈=exp(一j志：ih)良焉一1[一exp(一j志。ih)+

良焉+1exp(一j尼“(2aj—h))]M严，

D≈=exp(一j尼：i(di—h))良Ti．IEi+1[一exp(一歹愚：i(6fi—

h))+蠢臻一lexp(一j愚。i(d：+h))]MP，

M严=[1一爱焉+l良焉一1exp(一j忌：i2di)]～，

昂TE 一垦翌!：!±重要二!呈圣旦(二j墨型至堕2
1‘i+l,i一1一RTM⋯．+1良Ⅱt*Z一1exp(一j愚。i2di)’

pTE 一坐!±!生i：!二壁生!±!：1
1‘i，i+1一卢i+1愚i，z+产詹i十l，z’

式中，6雾表示频域中歹方向的电流源在i方向产生
的电矢量势；6弘代表频域i方向磁流源产生的磁标

量势；i，J都是2轴方向；A弓，B哿，四，D哿为反射系
数。对其他层中的波，其上行波和下行波振幅可按递

推公式计算。

求出场的垂直分量6：后，可根据频域中横向分

量与垂直分量的关系[10]求取横向分量否。，表达式

为
。

强姒∥，：鲢囔睾叠，
h心∥，：鹾瓷睾型．
2 层状介质格林函数的空域表示

对层状介质，空间域与频域的格林函数通过
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Sommerfeld积分形式的傅里叶变换联系[10]，有

． 譬

G(x，y)=磊1 I否(愚P)H51’(忌PlD)～dkP． (1)

这个积分方程一般不能用解析方法求取，特别是当

场、源处于同一层介质时，由于此时

H5”(～lD)～√乇exp(i钾一i号)，10一oo
随k。快速振荡，谱域Green函数表达式中的

exp(ik：l z I)也随着z—oo而快速振荡，整个被积

函数是快速振荡的慢衰减函数，导致积分值在真值

附近振荡，因此采用一般的数值积分方法很难求得

其精确解。但当被积函数G可用复指数形式作近似

时，就可以解析求解。

离散复镜像方法【4j将空域格林函数用复镜像

的指数求和式表示，每一指数项具有形如

exp(jk西(±z±2，))的因子，而且对z和z7的依赖关

系仅出现在指数中。如果2j走：，(忌。)可用复镜像展

开为

2jk。，(龙。)=2』以。exp(jk：ib。)，

则厂(忌。)exp(jk。i(z+z7”可通过Sommerfeld恒等

式变换到空域中，即

f(kP)exp(jk。i(z+z，))嘲u(忌PlD)志PdkP=
S“IP

∑口。j赤exp(jk。舢。+z+2 7))H51’(尼plD)×

kpdk。=∑口。

其中

r。=√』D2+(6。+z+z7)2

这一方法对源点和场点在同一层的情况非常适用，

当源点和场点不在同一层时，因子exp(jk。i(±z±

z 7))变为exp(±jkziz±j志。，2 7)，并且k。i≠k刖在此

情况下，可以将2j尼。，(ke)exp(±jk#27)展开成

2jn。exp(jk。ib。)，或者将2j尼。，(kp)exp(±j忌：iz)展
卅

开成∑口。exp(jk。jb。)。前一方法，口。b。与z 7有

关，但和z无关；后一方法，a。b。与z有关，但和z
7

无关。但两种方法都无法使a。，b。与z和z 7同时无

关。

为说明问题，以位于上半空间d处的垂直磁偶

极子产生的TE场为例，讨论式(1)中被积函数的意

义。此时，式(1)中被积函数为

Gt：一吉弘，篷刚％P)[eXp(沌小"

Rl瑟exp(ikl。z+2ikl∥)]．

第一部分为直达波，当频率较低时，为准静态项，第

二部分为反射波G＆。由于被积函数中的k1。=(k{

一k2)∽有两个支点，可用割线法将原来的

Sommerfeld积分路径加以改造，经过运算，有

G＆=等R疹f＼纽r1)等掣+
exp(i手)——≠exp[ik2ID一√ki一忌；(z+2d)]×

一其中

(2)

ri=[p2+(z+2d)2]1／2．

式(2)第一项可解释为源的像点函数，第二项由于

exp(／婴／4)ex“i忌2ID一“石啊(z+2d)]在ID方向
^，l(J

以介质2的速度(龙2)传播，且以√k2一k；(z+2d)
方式在介质2中快速衰减，形成表面波。

DCIM方法是将式(1)积分核中收敛很慢的准

静态项和表面波项提取出来，再对剩余的积分核用

复指数的和式表示，从而使积分快速收敛。但由于准

静态项和表面波项的提取过程非常复杂，对多层介

质而言，相当困难。利用广义函数束(鳓)方法18j8
则可不必提取表面波项，采用数值方法提取准静态

项，使得DCIM在多层介质情况下可以方便应用。为

此，将频域格林函数重写为

石=等+爱．
其中，F0为准静态项，通过Sommerfeld恒等式变换，

第二项对应的空域格林函数为望掣F0。由于准
静态项的提取过程比较复杂，对F0的具体表达式本

文中将不予讨论。上式第一项用GPOF方法进行复

指数近似：在复k：：空间(k：i=Re[k：i]+jIm[k耐])

上，选择k：，=k小1一t／To)一jt]作为积分路径，
在[0，To]区间对F—Fo均匀采样，有

： nN
F—F0=艺amexp(一kzib。)，

其中，N为复镜像数目。最后，应用Sommerfeld恒等

式变换，可得到空间域格林函数的解为G=掣"薹‰掣．
其中，，．。=√lD2—6乙代表复镜像的位置。

蕊
抛

1●●●●●●j
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3 计算实例

考虑一个上下均为无限大半空间的7层介质，

由上至下中间5层的厚度分别为2，4，2，3，3 m，电导

率分别为0．05，0．4，1．0，0．8，0．1 S／m，相对介电常

数分别为2，3，10，6，4，各层磁导率相同，取值为肛f

=47r×10～H／m。

设源位于厚度为4 m的层中，距该层下边界1

m，场点位于同一层，距该层下边界0．5 m。由于电磁

成像应用的是低频电磁波，取电磁波的频率为1 000

Hz。

用Sommerfeld积分进行精确计算，用DCIM方

法进行近似计算。图1，2分别为空间域电矢量势和

磁标量势格林函数的计算结果。由图1可以看出，二

者相差较大，但整体趋势相同。图2中二者则完全相

同。产生这种现象的原因为：空间域矢量势主要对远

场作贡献，振荡性强，计算的误差较大；标量势主要

对近场作贡献，因而比较平稳。

‰¨

口
一
∞

lg(k。P)

图1 空间域电矢量势格林函数的计算结果
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图2 空间域磁标量势格林函数的计算结果

、4结束语

利用离散复镜像方法将空域格林函数用复镜像

的指数求和式表示，方便了Sommerfeld积分计算。

广义函数束方法不必提取表面波项，采用数值方法

提取准静态项，使得离散复镜像方法在多层介质情

况下可以高效应用。与Sommerfeld精确积分相比，

应用离散复镜像方法对格林函数近似是比较准确

的。
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